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Di: gegenwärtige Darstellung der Differenzial - und Integral-Rechnung, ist 
nicht eine blofs veränderte Ansicht dieser Wissenschaft, sondern eine Entwicke- 
lung derselben aus denjenigen Grundbegriffen, welche Leibnitz selbst in sei- 
nem mathematischen Nachlasse niedergelegt hat. Ein sorgfältigeres Studium. die- 
ses letztern, würde schon längst die ursprüngliche Bedeutung der Differenzial- 
Rechnung völlig aufgeklärt, und eben dadurch manche Verunstaltung derselben, 
z. B. ihre Umschaffung in eine künstliche Nullen-Rechnung u. dgl. verhütet ha- 
ben, wenn man sich nicht hätte die vorgefafste Meinung leiten lassen, fürs 
Erste, dafs in den leibnitzisch-mathematischen Abhandlungen keine bestimmte 
Definizion eines Differenzials ‘oder Differenzial- Kalkuls liege;: weil ihr Verfasser 
selbst mit diesem Begriffe niemals aufs Reine gekommen sey : und‘ fürs Zweite, 
dafs Sir Jsaac Newton, sowie Sir Colin Mac Laurin; weit’besser als der 
deutsche Erfinder, die Gründe des Kalkuls mit veränderlichen Gröfsen ins Licht: 
gesetzt habe. l 

Die vorliegende Schrift ist- dazu bestimmt, dieses Vorurtheil zu widerlegen, 
and im-Gegentheil zu beweisen, dafs schon die Benennung des Differenzial- 
Kalkuls nicht nur einen sehr bestimmten Begriff von :der ‚Natur (dessel- 
ben, und zugleich von einem Differenzial voraussetzt, sondern auch, dafs 
diese Begriffe in ihrer ganzen Bestimmtheit vorangehen mulsten, wenn eine 
Rechnung mit Differenzen richtig entworfen und zu Stande gebracht werden 
sollte. Der eben angegebene Zweck dieser Blätter, wird. es leicht begreiflich ma- 
chen, warum ihre erste Abtheilung die Prüfung derjenigen: Systeme zum Gegen- 


stande haben mufste, welche den in der Einleitung aufgestellten sehr einfachen 
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Mechanismus der Differenzial-Rechnung, theils besser erklären, theils besser be- 


gründen sollen, als es bereits bei dem Entstehen dieser Wissenschaft auf deut- 
schem Boden geschehen ist. 


Obgleich alle diese erklärenden und verbessernden Theorien, den eigentli- 
chen Sinn des leibnitzischen Kalkuls mehr oder weniger verfehlt haben, so konnte 
sich doch eine Prüfung derselben, bei welcher es darauf ankam, den Schein der 
Einseitigkeit zu vermeiden, nicht blofs damit begnügen, den Widerspruch zwi- 
schen ihnen und der ursprünglichen Gestalt des Differenzial- Kalkuls aufzudecken, 
sondern sie mulsten auch unabhängig von dieser gegenseitigen Beziehung, also 
hauptsächlich in Hinsicht ihrer innern Bündigkeit und „Festigkeit näher beleuch? 
tet werden: Es war daher nöthig, von den erwähnten Systemen bier so viele 
Begriffe und Sätze aufzustellen, als eine gründliche Beurtheilung des Ganzen 
erfoderte. Darum sind aus ihnen überhaupt, besonders aber aus der Theorie 
der Fluxions-Rechnung und der Gränzverhältnisse, mitunter Stellen ausgehoben, 
und ihre eigenen Worte gebraucht worden. Auch war dies die beste Art, jedem 


Verdacht vorzubeugen, als hätte man ihrem Inhalt wohl nicht immer die rechte 
Deutung gegeben. 


Freilich werden ‚sich noch manche. Gegeneinwendungen machen lassen; 
denn auf alle nur mögliche konnte ‚nicht. Rücksicht: genommen werden. 'Indes- 
sen da die vorangehende Prüfung der: erklärenden und: verbessernden Systeme so 
wenig, als die’ nachfolgende Darstellung der: ursprünglichen Theorie der Diffe- 
renzen-Rechnung übereilt ist, sondern sich auf vieljährigen Untersuchungen und 
"Vergleichungen gründet: so dürfte wohl das Wichtigste überall gehörig erwogen 
worden seyn. Manche scheinbaren: Einwürfe, machen keine besondere Beant- 
wortung mehr nöthigs« weil die letztere schon im Vortrage: liegt, obgleich det 
ersteren dabei, Kürze halber, nicht ausdrücklich gedacht worden ist. Dahin ge- 
hört unter andern diejenige Ansicht der ersten und letzten Verhältnisse, welche 
in der bekannten hindenburgisehen Schrift: Infinitinomii dignitatum-leges 
ac formulae etc.: Gotting. 1779.$. 1. vorkommt. Es werden nämlich bei’ wach- 


senden Gröfsen die ersten Incremente, bei abnehmenden aber die letzten 


Decremente als Verhältnifs-Maafse betrachtet. Im ersten Theil der maclau- 


sinschen Theorie der Fluxionen, findet sich eine ganz ähnliche Vorstellung, und 
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auf sie'haben, bei jeder veränderlichen Gröfse, die drei Benennungen Fluent, 
Fluxion und Increment ' (Decrenient) Bezug. Es ist aber im dritten Ab- 
schnitte der ersten Abtheilung dieser Schrift gezeigt worden, dafs hiebei alles 
auf die Frage ankommt‘ wie kann einerseits ein erstes oder letztes Verhältnifs, 
alle ihm ungleichen theils nachfolgenden. theils vorhergehenden Verhältnisse 
messen 2: und wie läfst sich andererseits das erste Increment, so wie das. letzte 
Decrement, als einen Verhältnifs-Exponenten ansehen, der in der Rechnung die 
Stelle aller.übrigen von ihm und unter sich verschiedenen vertreten darf? Die 
Möglichkeit hievon hat keine bisherige Theorie: der Fluxions-Rechnung deut- 
lich dargelegt. _ Dies kann ‚auch überhaupt nicht geschehen, wenn man der Sache 
tiefer auf den Grund geht, und veränderliche Gröfsen als Reihen miteinander 
vergleicht. Daher vermilst man in der. Darstellung der sogenannten Fluxions- 
Rechnung auch desto mehr die erforderliche Klarheit, je tiefer man ihre Grund- 
lagen untersucht; und es ist sehr wahr, was Kästner in der Vorrede zu sei- 
nen ‚Anfangsgründen der höhern Analysis von der maclaurinschen Schrift sagt: 
„Viele der Beweise sind einander so ‘ähnlich, dafs. man nur Einen lesen darf, 
um sie alle zu übersehen. Aber bei einem Buche, das uns den vortrefllichsten 
Theil der mathematischen Erfindungskunst lehret, wäre wohl dienlich gewesen, 
selbst den Vortrag, der Gründe so einzurichten, dafs man sähe, wie sie, erfun- 
den worden sind.“ | 
Bei. dem leibnitzischen fathematiächen Nachlasse, sofern er ne Begründung 
des Differenzial-Kalkuls angeht, verhält sichs umgekehrt. Wenn der maclaurin- 
sche Vortrag durch: seine ermüdende Weitschweifigkeit, sowohl die Grundbegriffe 
als auch den gesetzlichen Einflufs derselben, wie regulativer Prinzipe, auf den 
Mechanismus der ‚Fluxions-Rechnung, in immer gröfseres Dunkel einhüllt; so 
ist dagegen der leibnitzische Vortrag fast zu wortkarg , ‘und überläfst das Ver- 
ständnifs dem eigenen Nachdenken des Lesers. Aber er ist!'so bestimmt und 
lichtvoll,; dafs jede Dunkelheit, und jeder Gedanke an irgend ein Schwanken, oder 
gar an einen Widerspruch der Grundbegriffe verschwindet, sobald man die Ent- 
deckung gemacht hat,- dafs alle’ sich ununterbrochen (continue) und vegelmäßsig 
verändernde Grölsen, als Reihen betrachtet ‘werden müssen. Diese 'einzige 
Vorstellung ist der Schlüssel zum ganzen Verständnisse, sowohl der Benennung 
als auch des algorithmischen Mechanismus der Differenzial-Reechnung. Es wür- 
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de überflüssig und unnütz gewesen seyn, hierüber ein dickleibiges Werk zu 
schreiben. Was im ersten, zweiten und dritten Abschnitte der zweiten Abthei- 
lung über die Natur und nothwendige Verbindung des Differenzial- Kalkuls mit 
dem Integral- Kalkul gesagt worden ist, das wird gewifs hinreichen, einem jeden 
Anfänger beide begreiflich zu machen; denn die einzige Grundidee, "dafs: die be- 
ständigen Differenzen der veränderlichen Gröfsen, : als Reihen betrachtet, zu be- 
ständigen Verhältnissen, Proportionen und»Gleichungen dienen, ist so allgemein 
folgegebend für das ganze 'Rechnungs-Verfahren,: dafs es sich an diesem Leit- 
faden von selbst entwickelt und’ verständigt. =: 


Was nun noch übrig bleibt, ist dieses, unbezweifelt gewils darzuthun, dafs 
die hier als Grundbegriff angenommene Vorstellung, das eigentliche leibnitzi- 
sche Prinzip der Differenzial- und Integral- Rechnung ‚sey. Um die Wahrheit 
dieser Voraussetzung zu beurkunden, ist in den ersteren Abschnitten der zwei- 
ten Abtheilung, nicht nur auf die wichtigsten eigenen Erklärungen des Erfin- 
ders der Differenzen-Methode hingewiesen, sondern sie sind auch, um derjeni- 
gen Leser willen, welche die Urschrift nicht immer habhaft werden können, 
hier wörtlich aufgenommen worden. So ist denn dieser Theil des vorliegenden 
Buchs für nichts anders anzusehen, als für eine treue Uebersetzung des den Dif- 
ferenzial-Kalkul angehenden leibnitzischen Nachlasses. In jener werden sich 
hoffentlich eben so wenig, als in diesem, Widersprüche finden : und das mag 
als ein Beweis für ihre Richtigkeit angesehen werden. 


Vebrigens ist noch zu bemerken, dafs diese Darstellung der Differenzial- 
und Integral-Rechnung, nur-eine Einleitung im engsten Sinne in diese 
Wissenschaft und ihren Gebrauch bei den verschiedenen: Zweigen der angewand- 
ten Gröfsenlehre seyn soll. Es kann ihr daher nicht zum Tadel gereichen, dafs 
sie keine ausführliche Anleitung zur Integral-Rechnung giebt. Eine solche war, 
bei dem gegenwärtigen Zustande dieser Wissenschaft, hier: eben so wenig aus- 
führbar, als ein vollständiger Umrifs der höhern Mechanik. Der Zweck, um 
welches willen in gegenwärtiger Schrift einige Gegenstände aus der höhern Geo- 
metrie und Mechanik in Betrachtung gezogen worden sind, ist in der Abhand- 
lung:selbst bestimmt genug ausgesprochen. Es sind Beispiele, und zwar von der 
leichtverständlichsten Art, durch welche die Behauptung einleuchtender gemacht 
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werden «sôllte; dafs der :Differenzial-Kalkuk überall keine unendlich kleine Grös- 
sen :oder'Nüllen, sondern in>jedemnur'gedenkbaren Rechnungsfalliwirkliche, 
und: allenfalls mefsbare, Differenzen« bedürfe!Ü'Am: unterrichtendsten werden 
hier die $$. 46, 47 und 48 vonder Quadratur, Kubatur und Erfindung der: Ober- 
fläche krummlinig begränzter geometrischen Figuren ‚seyn. Was aber in Hin- 
sicht der wegzuwerfenden Binomial-Glieder sich bei diesen Gegenständen als 
gesetzlich zeigt, das wird man mit leichter Mühe in allen übrigen Theilen der 
angewandten höheren Analysis, in der Statik fester Körper, in der Hydrostatik, 
z. B. bei der Berechnung des Wasserdrucks auf geneigte oder horizontal stehende 
Wände der Gefälse,, wie auch in der gesammten Dynamik wieder finden. Also 
zwingt uns Weder die objective Natur, noch die eigenthümliche Beschaffenheit 
des Differenzial - Kalkuls, irgendwo das zweideutige Unendlich- Kleine den Rech- 
nungen ‚mit veränderlichen Gröfsen zum Grunde zu legen, und Kästner hat in 
der Vorrede zu seinen Anfangsgründen der Analysis des Unendlichen sehr wahr 
gesprochen, indem er sagt: „Dafs die Geometrie das Unendliche aus der Natur- 
lehre haben sollte, ist so unrichtig, dafs man vielmehr das Unendliche aus der 
Geometrie in die Naturlehre durch Schlüsse hat bringen wollen.“ Dafs aber das 
sogenannte Unendliche in der Geometrie wieder nichts anders sey, als bestän- 
dige Differenzen aus arithmetischen und geometrischen Reihen, wird sich 
aus dem Inhalte des dritten Abschnitts in der zweiten Abtheilung der gegenwär- 
tigen Schrift eben so leicht einsehen lassen, als aus dem letzten Abschnitte die 
Wahrheit einleuchten mußs, dafs die Fruchtbarkeit des Differenziirens und Inte- 
grirens da wegfällt, wo entweder die Veränderungen unbeständiger Grölsen ganz 
gesetzlos vor sich gehen, oder die Veränderungsform der bezeichneten durch die 
Veränderungsform der bezeichnenden : Gröfse nicht richtig ausgedrückt wird. 
Von dieser Seite den Differenzial-Kalkul betrachtend, mufs ein jeder sich über- 
zeugen können, dafs eine Kenntnifs seiner wahren Gründe ganz unentbehrlich 
sey; weil ohne die letztere nicht nur das rein mechanische Zusammensetzen, son- 
dern auch ein solcher Gebrauch analytischer Functionen, immer eine unsichere 
Arbeit bleiben mufs. Dies ist es, was die eingestreuten Bemerkungen im letzten 
Abschnitt, über die allgemeinen Gründe der Mechanik und das Verhältnils der 
Diferenzial- Rechnung zu ihr sagen wollen. 
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Mögen diese Vorerinnerungen zu einer. günstigen : Aufnähme' der gegen- 
wärtigen Schrift, und sie selbst dazu beitragen, dem eben 'so wohlthätigen als 
unentbehrlichen Studium der höhern Analysis, nicht'nur bei angehenden: Mathe- 


matikern von Beruf, sondern auch: bei Liebhabern "der Gröfsenlehre Mn pe) 
einen leichtern Eingang, zu verschaffen. ` 


OI ovl i Geschrieben im März 1817, 


vom Verfasser. 


Inhalts- 


IX 


Inhalts-Verzeichnifs. 


Einleitung. 


Allgäindie Bemerkungen und kurze Uebersicht der Differenzial- Rechnung. Seite 1. 


Erste Abtheilung 


Erstar. Abschnitt 
Prüfung der gemeinen Infinitesimalrechnung, als Grundlage des Differenzial-Kalkuls betrach- 
tet. Von. I bis §. 6. S. 12. 


Zweiter Abschnitt 
Prüfung der maclaurinschen Darstellung der Fluxions-Rechnung, sofern sie mit dem Diferen- 
zial-Kalkul einerlei seyn soll. Von $. 7 bis $. 13. `S. 26. 


Dritter Abschnitt. 
Prüfung der newtonschen ersten und letzten Verhältnisse, als Grundlage der Fluxions - Rech- 


nung. Von 14 bis $. 15. S. 47. 


Vierter Abschnitt 
Prüfung der Theorie der Gränz - Verhältnisse; als Grundlage der Differenzial- Rechnung. Von 


$. 16 bis 8. 19. S. 59- = 


Fünfter Abschnitt 
Prüfung der Nullen - Rechnung von Leonhard Euler, Morville, Schultz u A. Von 
§. 20 bis .2r. S. y% ` y 


Sechster Abschnitt 
. x \ ” 
Prüfung der Theorie der analytischen Functionen von Lagrange, als verbesserte Differen- 


zial- Rechnung, unter dem Namen Derivations- Kalkul, Von $. 22 bis $. 25: S. 80. 


2:8 


x 


Zweite Abtheilung. 


Erster Abschnitt 
Daiitellung der allgemeinen Differenzial Rechnung, gegründet auf des deutschen Erfinders 
eigene Erklärungen. Von $. 26 bis $. 36. - Seite 97. 


Zweiter Absıch.nitt. 


Darstellung der Integral-Rechnung, mit beständiger Hinweisung auf Leibnitzens mathemati- 
schen Nachlals. Von $. 37 bis $. 41. S. 129. 


Dritter Abschnitt 


Darstellung der besonderen Differenzial-Rechnung , und Erklärung, warum dieser auf 
Geometrie angewandte Theil vom Erfinder auch Infinitesimal-Kalkul (zuweilen 
Calculus tetragonisticus, d. h. Quadratur-Kalku!) genannt worden ist. . Die trigonometri- 
schen Differenziale, nebst den allgemeinen und einigen besonderen Formeln für.die Recti- 
fication, Quadratur, Kubatur etc. der Curven. Die directe und indirecte Methode der 
Tangenten. Die Theorie der Krümmung, der Evolventen, Evoluten u. s. w. Von $..42 
bis 9. 51. Su145 ` 

Vierten A bs cihin tst. 

Anwendung der Differenzial-Rechnung auf die Lehre vom Gröfsten und Kleinsten. Verglei- 
chung der leibnitzischen Methode mit der Anweanflung des taylorschen Lehrsatzes. Von 
$. 52 bis 55 S. 163. 

5 Tuünfter Abschnıtt. 

Beurtheilung der lagrangeschen Einleitung in die höhere Mechanik. Anwendung der Differen- 
zial- Rechnung auf diese Wissenschaft; Grundbegriffe und Grundgesetze derselben. Die 
Lehre vom freien Fall; vom Parallelogramm der Geschwindigkeit und von der Zerlegung 
der Kräfte. Von der beschleunigten Bewegung auf geneigten Ebenen und in Bogen krum- 

~ mer Linien; von der Schwingung des Pendels; von der Schwungbewegung und Schwung- 
kraft; vom Gleichgewicht am Hebel; yom Princip der virtuellen Geschwindigkeit, Die 
Theorie vom Schwerpunct, Die Lehre vom centralen Stolse fester Körper. _ Von $. 56 


bis 6. 9. 174. er 3 von 


_ Gründliche Darstellung 


28.2: 


Differenzial-und Integral-Rechnung. 


x 


© 


PRAD i 


Einleitung. 


Die Rechnung mit veränderlichen Gröfsen, welche von neueren Ma- 
thematikern auch die Benennungen höherer Kalkul, höhere Analysis, 
Functionen-Kalkulu. s. w. erhalten hat, zerfällt in zweierlei Verrichtungen, 
von denen die vorhergehende das Differenziiren, die nachfolgende das Inte- 
griren genannt wird. In sehr wenigen Rechnungsfällen reicht man mit dem 
ersteren allein aus; in den allermehresten aber ist auch das letztere nöthig. Es 
hält schwer sich von beiden zusammengehörigen Rechnungen einen deutlichen 
Begriff zu machen, ohne die mechanische Veırrichtung wenigstens der ersteren 
zu Hülfe zu nehmen,  Hiemit soll nicht gesagt werden, dafs es an sich unmög- 
lich sey, von dieser Wissenschaft einen deutlichen Begriff, unabhängig von al-. 
ler Betrachtung ihres arithmetischen Mechanismus, zu Stände zu bringen ; son- 
dern dafs man durch diese Betrachtung sich erst auf den rechten Standpunct er- 
heben müsse, wo die allgemein gestellte Frage, wie mit veränderlichen 
Gröfsen überhaupt gerechnet werden könne, sich im Allgemeinen beant- 
worten läfst. Das Bedürfnifs einer solchen Art zu rechnen, hat man seit Anbe- 
ginn der vollkommenern Ausbildung mathematischer Erkenntnisse gefühlt, aber 
auch eben so früh schon eingesehen, dafs die Behandlungsweise beständiger 
Gröfsen hier keine unmittelbare Anwendung leide. Erst im siebenzehnten Jahr- 
hundert gelang es einem unvergefslichen Deutschen, Leibnitz, ein Mittel zu 
finden, mit Hülfe dessen alle veränderliche Gröfsen grade so in Rechnung ge- 
nommen werden können, als wären sie unveränderlich. Dieses einfache Mittel 
besteht darin, dafs man der veränderlichen Gröfse eine Gestalt giebt, welche ihr‘ 
Differenzial heifst, und sich zu denselben Verhältnissen, Proportionen und 
A2 
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Gleichungen gebrauchen läfst, ‚wie sie in der gemeinen” Arithmetik vorkommen. 
So leicht es ist, ein Differenzial finden und von anderen seiner Gattung unter- 
scheiden zu lernen: für so schwierig hat man es von je her gehalten, eine ganz 
genügende Erklärung davon zu geben. Die Meinungen über die eigentliche Be- 
deutung desselben sind so verschieden, und zum Theil so unvereinbar, dafs es 
kaum begreiflich ist, wie eine Wissenschaft, über deren Gründe man sich nicht 
einigen konnte, bei aller Widerspenstigkeit der Ansichten, dennoch im Stande 
war, zu den sichersten Schlufsfolgen hinzuführen, so oft man nur keine Feh- 
ler in Hinsicht ihres arithmetischen Mechanismus und der aufzulösenden Auf- 
gabe selbst beging. Was den ersten Theil des gedachten Mechanismus, die 
Differenziation- betrifft, -so ist er ganz. vollendet, indeni keine  veränderliche 
Gröfse gegeben werden kann, welche sich nicht. nach den weiterhin folgenden 
. Regeln differenziiren liefse. Weniger ausgeführt erscheint die Integralrechnung, 
wenn man erst näher mit ihr. bekannt- wird.  Indessen ‚hindert ‚dies';nur soviel, 
den höhern Kalkul überall ohne ‘Schwierigkeit ‚anzuwenden‘, keinesweges aber 
die Integralrechnung selbst und ihren Zweck vollkommen zu verstehen. Sié ist 
eine dem Differenziiren entgegen gesetzte Verrichtung, und führet von den Diffe- 
renzialen zu denjenigen veränderlichen Gröfsen. zurück, durch deren Differenzia- 
tion jene. entstehen (wenn gleich nicht immer gradezu ‚entstanden sind). Hieraus 
leuchtet ein, dafs zum Verständnisse "beider arithmetischen Verrichtungen erfo- 
dert wird, »zuförderst mit dem. Begriff eines ‚Differenzials aufs Reine zu kom- 
men. Da dieser letztere nicht nur den scharfsinnigsten Zeitgenossen des Erfin- 
ders der Differenzialrechnung,, sondern auch den gröfsten Analysten späterer Zeit 
so viel-zu schaffen gemacht hat, dals man im Verlauf eines ganzen: Jahrhunderts 
darüber nicht hat einig werden. können : so würde es ein. gewagtes Unterneh- 
men zu seyn scheinen, wenn man im Voraus einen Begriff- aufstellen wollte, 
der von allen bisher gegebenen, den ursprünglich leibnitzischen ausgenommen, 
abweicht, Es.ist daher nöthig, den Leser auf diesen ganz abweichenden 
ursprünglichen Begriff dadurch allmählig vorzubereiten, dafs die Unhalt- 
barkeit und das Widersprechende der gewöhnlichen Erklärungsarten des Differen- 
zial- Kalkuls ‚nach der Reihe aufgedeckt: wird. Um aber eine solche Arbeit‘ so 
viel als möglich zu kürzen, ist: es diensam, den Grundrifs der Differenzial- Rech- 
‚nung voran zu schicken; weil mit ihm: jede hier zu prüfende Theorie gegen 
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einander gehalten werđen mufs, wenn es entschieden werden söll, ob sie ihrem 
 Gegenstande ‚entspricht oder nicht. 'Ein kurzer Umrifs dieses Kalkuls läfst sich 
um so leichter geben, da es angeht, sein ganzes Verfahren in zehn Regeln zu- 
sammen zu fassen. Dabei ist nur nöthig, den Begriff einer Function, seiner 
veränderlichen Gröfse und ihres Increments vorläufig ‚zu bestimmen. 
Unter dem ersten Ausdruck versteht man jeden Verbindungs - Zustand (Aggregat- 
Zustand) einer veränderlichen Grölse mit beständigen Coefficienten ‚oder anderen 
x+ axä 
ato? 


beständigen Theilen des Ganzen, z. B. x*= 1.x” oder ax —x?; wya. 0,5 


unter dem zweiten eine Gröfse, die ununterbrochen entiveder vermehrt oder ver- 
mindert wird, wie unter andern die Geschwindigkeit’ fallender oder gegen die 
Richtung der Schwere ansteigender Körper; unter dem dritten endlich dasjenige, 
wodurch die zu- oder abnehmende Gröfse allmählig vermehrt oder vermindert 
wird. Ein Differenzial erhält man, zufolge des “arithmetischen Mechanismus 
des höhern Kalklus, wenn jeder veränderliche Theil x, y oder z einer Function, 
um sein Increment dx, ôy, oder əz (im neuern Functionen-Kalkul um i) ver- 
mehrt, in gewissen Fällen vermindert, mit ihm als Binomium auf die gegebene 
Potenz erhoben, und nun die anfängliche (primitive) Function von der verän- 
derten abgezogen wird. Hieraus geht für die Differenzialrechnung eine allge- 


meine Hauptregel hervor: 


Erste Regel 
Man vermehre die veränderliche Gröfse um ihr Increment, stelle 
die gegebene Potenz her, und ziehe den ersten Zustand vom 


zweiten ab. j m 


Hienach ist unter andern x + ôx — x=4 əx das Differenzial von x, und 
a— (y +y) — (e — y) =— əy das Differenzial von @—y. In dieser allge- 
meinsten Regel sind alle folgenden begriffen, welche die Differenziation der alge- 
braischen, logarithmischen, 'exponentialen und trigonometrischen Functionen 
angehen. Um.die Vebersicht zu erleichtern, mögen hier, wie gewöhnlich, diese 
viererlei Functionen von einander getrennt, und die Regeln, nach welchen eine 
jede Gattung für sich zu differenzüren ist, unter besonderen Absätzen zusam-. 
mengestellt werden. | Fr 
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I. Differenziation der sogenannten algebraischen Functionen. 
Unter dieser Benennung begreift man. alle veränderliche Gröfsen mit einem 
beständigen Exponenten, er mag positiv oder negativ, eine ganze oder gebro- 
chene Zahl seyn. Eben so kann die Function selbst die Gestalt einer positiven 
oder negativen, ganzen oder gebrochnen, ‚einer Summe oder Differenz, eines 
ein- oder mehrgliedrigen Products, einer algebraisch rationalen oder ‚rraliogalen 
Gröfse haben. 


Zweite Bagel 
Das Differenzial einer algebraischen Function yon der Form 
x» wird gefunden, wenn man den beständigen Exponenten 
zum Coefficienten macht, ihn in der Potenz um Eins vermin- 
dert, und die Function in dieser Gestalt mit ihrem Increment 
(oder Differenzial in der ersten Potenz) multipliciret. 


Es ist nämlich ð (x>) = nx"=10x, zufolge der ersten Regel, nach welcher 


(x + On) ar = ar name + a Ware 


mh... xt ad 


zum Vorschein kommt, wenn man alle Glieder nach dem zweiten in der Reihe, 
oder nach der ersten abgeleiteten Function na*-: wegwirft. Ein Verfah- 
ren, welches durch mancherlei Voraussetzungen zu rechtfertigen gesucht worden 
ist, und dessen wahrer Grund weiter unten in der zweiten Abtheilung dieser 
Schrift nachgewiesen werden soll. Hier ist für jetzt nür zu bemerken, dafs das 
Differenzial einer jeden veränderlichen Größse wie x, 0, 02, a3 u.8. W 
sehr schnell gefunden werden kann, wenn man in dem allgemeinen. Aus- 


druck na”=0x, die Gröfse n mit ihrem vorgeschriebenen Werthe vertauscht,- 


0x 2 
z. B. — Ex: I- x = — zu a m. Wäre X eine zusammengesetzte Fun- 


2x2 


ction von x, so würde nX”—: ð (X) die allgemeine Differenzial-Form für X” seyn, 
wo es aus dem zweiten Beispiel für die erste Regel zu ersehen ist, was gesche- 
hen muß, um d (X) zu erhalten. 


: rt te, Riegel, 
Das Differenzial der Summe veränderlicher Gröfsen, ist gleich 
der Summe der Differenziale aller einzelnen, 


Zufolge dieser Vorschrift ist z. B. 8 (a? +y? — z) = 3x? dx + aydy— əz: 
8 (ax? — 02?) = 2ax dx 3cz? dr. 
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ViertesRoe gel: 
Das Differenzial eines Products veränderlicher Factoren wird ge- 
‚sfunden, wenn :man jede; Union, Binion, Ternion u. s. w. mit 
dem -Differenzial ‚desjenigen Factors multiplicirt, welcher 
nicht selbst ein Bestandtheil der Combination ist. 


Folgende Beispiele gehören unter diese Regel, wobei die Hauptregel zur 
Erklärung dient. | | 

1. 8 (xyj= (Œt x) (yt əy) — ry = xy — xy + xoy+yox+ oxy = xðy + yxs 
weil ôxðy weggeworfen wird. So würde x? y3? das Differenzial 3x? y? 8y +y? xðx 
geben. Hier ist jede Union mit ‘dem Differenzial der andern multiplicirt 
worden. 

2. Das Product xyz giebt. drei Verbindungen zu zwei Factoren, xy, XZ, yZ 
also das Differenzial xyðz + xzðy +yzðx, welches = (è+ 8x) (yt əy) z +8z) — xyz 
ist, wenn die vier Glieder xöyöz + ydxdz + zəðxðy + Oxdydz weggeworfen 
werden. 

3. Das Product vxyz giebt folgende vier Ternionen: vxy + vyz + vyz txyz, 
also das Differenzial vrydz + vxzdy + vyzöx + xyzöv. 


Fün ft sure geil. 

Das Differenzial eines veränderlichen Bruchs ist gleich der Dif- 
ferenz beider Wechselproducte, nämlich des Nenners in das 
Differenzial des Zählers, vermindert um das Product des Zäh- 
lers in das Differenzial des Nenners, und dividirt durch das 
Quadrat des Nenners. 

yox — rəy 
y? 

gehenden Regel sehr leicht aus xy" abgeleitet werden kann, indem 8 (xy ") 

37 YI 
liche, erfodern ‘die Anwendung nicht nur der gegenwärtigen, sondern auch der 


(yr)* 


Hienach hat man ô (—) = , welches vermittelst der vorher- 
% 


ist. Functionen wie y oder und ähn- 
pA 4 


vorhergehenden Regel; denn es isı 9 Er = U. Se w 
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I. Differenziations bogarithmischer Functionen. 
Sech sttesWegel: ss TELGI 
Das Differenzial eines natürlichen Bbogaritimenist gleich dem 
| Differenzial der Function dividirt durch die Function selbst. 
Zufolge dieser Kegel ist ô (logn x) = > und ô den (.—:)) =— = 


a—Xx 
Um den erstern dieser beiden Ausdrücke vermittelst der Hauptregel zu erhalten, 


muls logn (+20) —lognx =logn Ç + u der Theorie der Functionen ge- 


a { z ðx 0x2 8x3 Ox# 
mäßs i in die Reihe ee + ar z 


nach dem ersten weggeworfen werden. 


Preis cn und jedes Glied 


Setzt man die Function a — x =2,.50 


= — —U âa. m. 


; Sea 0z ex 
ist x= amz, 0x =09 (a—z) =— 8z; oder ðx=ðz, also — = 
; z a—x 


UT. Differenziation der Exponentialgrölsen. 


Ist die veränderliche Gröfse irgend einer Function der Exponent der Potenz, 


wie in a®,y?, x”, u. dgl. so nennt man sie eine Exponential- Grbise, Jahr Diffe- 
zenzial wird nach folgender Vorschrift gefunden : © 


: ‚Siebente Regel 
Das .Differenzial einer Exponentialgröfse ist gleich der gegebe- 


nen Function :multiplicirt; mit, dem Differenzial ihres natür- 
lichen Logarithmen, 


‘Hienach wird. & (a?) = a? 8 (logn a*) = a*d (x logn a)= a*öxlogn a, Denn 

a? = y gesetzt, giebt x logn å = logn y, also Bring logna, das heifst yx logn a 
pe ey, und wenn jetzt gehörig vertauscht Er d(a*) = a” ðx logn a. Auf 
ähnliche Weise erhält man ô (y?) = y3 (èz logn y + 2) aus der Gleichung 


z logn y = logn u, und ö(x")=x* dx (logn x+1) aus der Gleichung x logn x = 
logn v, mit Zuziehung der vierten Regel. 
IV. Differenziation trigonometrischer Functionen. 
Unter einer trigonometrischen Function versteht _ man irgend eine veränder- 
liche tri gonometrische Linie, diese mag der Sinus, Cosinus, oder die Tangente, 
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Secante u, s. w. Seyn. Hat man das Differenzial für den Sinus und Cosinus ei- 
-nes veränderlichen Kreisbogens gefunden, so ist es leicht, die Differenziale der 
übrigem’trigonometrischen Functionen von ihnen abzuleiten. Daher kann man 
hier mit folgenden zwei Regeln ausreichen, die sich auf den bekannten For- 
meln der analytischen Trigonometrie gründen, 


“Achte Regel. 

Das Differenzial des Sinus eines veränderlichen Bogens, ist 
gleich dem zugehörigen Cosinus multiplicirt mit dem Incre- 
ment des Bogens. 
Nennt man den Bogen Ọ, so ist sein Increment 00, sein Sinus = sin ® und 

sein Cosinus = cos ©: älso 9(sin®)== cos 99: Denn zufolge der Hauptregel 

hat man d(sin®) = sin (® + 99) — sin Ọ = sin Ọ cos 89 + cos Ẹsin 09, das heifst, 
wenn. ĝôỌ sehr klein genommen wird, unter welcher Bedingung nicht nur sin d® 
= 00 sondern auch cos ER N rd werden darf, 9 (sin.@) = c0s9,99, 
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Neunte R e g el. 

Das Difkewenesal des Cosinus eines veränderlichen Bogens sit 
gleich dem negativen Product des zugehörigen Sinus in, das 
Increment des Bo gens. 

Hienach erhält man ô (cos Ọ) =— sin Q0 3ğ. Denn zufolge der Hauptregel 
ist Ə (cos Ọ) = cos (Q +90) — cos: = cos 00589 — sin Ọsin 9 — os Ọ =— 
sin®2Q, nämlich ‘unter der zogen EDER dafs cos ðQ- = 1 und sin age =80 
gesetzt werden. dürfe. 

Alle übrigen trigonometrischen Differenziäle sind « von’ beiden vorhergehen- 
den grade so abhängig, wie die übrigen trigonometrischen Functionen' vom $i- 
nus und Cosinus,- Daher hat man mit Zuziehung einiger. der vorhergehenden 
Regeln, besonders der vierten, siebenten und achten, das Differenzial der Tans 
ah der Gotangente aus en. ‚oder ə 7} = der Se- 


EE i sin® 
gente aus ð 


ang Ọ 
cante aus '® u. s.w.. Ausser diesen-giebt es noch Differenziale veränder- 


licher Kreisbogen, durch irgend eine trigonometrische. Function. ausgedrückt, 
B 
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es tiesai pyese y ea simis 
ra v3)‘ EL Se) u. $. f. welehe 


insgesammt weiter unten eh 2. Abschn. 3. $. 42: Num Hi u..IV.- vorkommien; 


z.B. ð (arc sin y) = a Ə (arc cos DE 


V. Fortgesetzte Differenziation aller vorhergehenden ersten Die 
ferenziale, oder Differenzio-Differenziation, : 

Es ist in der Rechnung mit.veränderlichen «Größen oft nöthig, das Differen- 
zial eines Differenzials zu suchen. Ein. solches nennt .man, wenn- ‚dieses ‚das, 
ersteist, das zweite, und das seinige wieder das dritte Differenzial, Auf 
die Weise lassen sich durch fortgesetzte Differenziation alle höhere Diffe- 


zenziale nach folgender allgemeinen Regel finden; Er 


ha ZehnteoRegel 
Um ein höheres Differenzial aus dem zunächst vorhergehenden 
zu entwickeln, betrachte man das Increment als eine bestän- 
dige Gröfse, und. differenziire die Differenzral- -Function aufs 
neue, nach Maalsgabe ihrer besonderen Gestalt. 
Diese besondere Gestalt der Didnrensigle Functionen, . kommt nicht immer 
mit der besonderen Gestalt ihrer ursprünglichen Function überein. So wird die 
Differenzial-Function einer logarithmischen Function ein veränderlicher Bruch, 


Z. B. = und läfst.sich nun nicht mehr ‚nach der sechsten Regel, sondern bloß 


nach der fünften weiter differenziiren. Daher kommt es bei der Differenzio- 
Differenziation auf eine genaue Betrachtung der besonderen Gestalt an, welche 
dem weiter zu differenziirenden Differenzial eigen ist. Hiebei ist noch zu be- 
merken, dafs jedes zweite, dritte,' vierte Di... a Differenzial durch 9?,.93, 94 
angedeutet wird, wie in folgenden Beispielen: 

1. 2 (m) = 9 (natoy) = n0%.,9 (ae) =n (n—ı) %"720%2, nach der 
zweiten Regel. 

2. 8°, (xy) =8 (xðy + yo) = 2°x0y, nach der ‚ersten, ‚and ‚dritten Regel, 
anstatt dafs- ôy + yðx nach der vierten erhalten mini 

2.0 Fe =a (ir [ef ey pey: er 2 pe der drit- 


su... 


ten, vierten und fünften Regel zugleich, 


r 0w? ; 803 
4. le tipgn [a —x]) = i a, = ar: nach der zweiten und 
fünften Regel, anstätt dafs 8 (lögn faa) a zu nach der sechsten ént 


wickelt werden mufste. 

Auch für den Fall ist diese Regel. gültig, wenn das Increment als verän- 
derlich angesehen werden mul, welches. von besonderen Umstin Ben und gegeu- 
seitigen Beziehungen ‚einiger Functionen abhängt. Denn jetzt kürzt sich die 
Regel ab, und lautet: 

Man differenziire die vorgelegte Differenzial-F unction aufs 
neue, nach Maalsgabe ihrer besonderen Gestalt. 


Ueberhaupt. finden in der  Differenzio- Differenzial- Rechnung dieselben Re- 
geln Statt, nach welchen- die ersten Differenziale entwickelt :werden müssen, 
und es ist überall nichts anders erforderlich, als die fortgesetzte Wiederholung 
der" besonders vorgeschriebenen Verrichtungen von Reg. 2. bis 9. ‚Einfacher 
kann in der That keine Rechnungsart gefunden werden, ` deren Gebiet mit dem 
des Differenzial-Kalkuls gleichen‘ Umfang hat; und eine solche Eriindung ver- 
dient gerechte Bewunderung, sobald: sich erweisen läfst, dafs sie die Frucht 
nicht eines glücklichen Zufalls, sondern eines unermüdeten Nachdenkens gewe- 
sen ist. Die vortreffliche Einstimmung aller vorhergehenden Regeln, sie mögen 
so oft als man will wiederholt, oder wie die zweite, vierte und fünfte mit 
einander verwechselt werden, gebietet die Annahme schr feststehender Grund- 
sätze, auf welchen diese ganze Wissenschaft fulset. Nur ist man über die 
Grundsätze nicht einverstanden gewesen, daher denn immer noch zwei wichtige 
Fragen zu beantworten blieben: 

I- Worauf beruhet die Möglichkeit, dafs man mit Differenzialen 
oder abgeleiteten Functionen grade so rechnen kann, wie mit 
beständigen Gröfsen? 

2. Worin gründet sich die arithmetische Nothwendigkeit, dafs 
beim Differenziiren manche Theile der Differenzen vernich- 
tet werden müssen? 

Die Antwort auf die-erste Frage hängt ganz von dem wahren Begriff eines 
Differenzials ab, daher sie auch so gestellt werden konnte: 

4: 
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Was ist ein Differenzial? 

Es Tilst sich nicht läugnen, dafs die bisherigen Definitionen, "welche von 
den Auslegern der leibnitzischen _ Differenzen- Methode: gemacht ‚worden ‚sind, 
desto weniger befriedigen, je weiter man sie zergliedert. Die zweite Frage ist 
von verschiedenen Mathematikern, unter denen wir auch den berühmten Leon- 
hard Euler zählen, mit noch weit gröfserer Aufmerksamkeit als die erste in 
Erwägung gezogen worden; aber mit keinem glücklichern Erfolge. Denn anstatt 
einer einzigen wahren Antwort, Whe einmüthig als eine solche hätte aner- 
kannt werden müssen, traten sehr verschiedene Hypothesen hervor, die Partheien 
bildeten; weil sie theils untereinander theils mit sich selbst im Widerspruch be- 
_ griffen waren, wie die folgende Prüfung derselben lehren wird. Es bleibt also, 
nachdem 'man allerlei Versuche gemacht ‘hat, ‘dieses Dunkel aufzuhellen, kein 
anderes Mittel mehr übrig, als zu untersuchen; ob’ vielleicht die wahren Prin- 
cipien der Differenzial-Rechnung in dem schriftlichen Nachlasse ihres Erfinders 
niedergelegt worden sind. So viel darf hier vorläufig bemerkt werden, dafs 
kein vorurtheilsfreier Forscher Ursache hat, sich durch die Behauptung einiger 
neueren Schriftsteller, “Leibnitz sey ‘über die Grundbegriffe seines Kalkuls mit 
sich selbst nicht einig gewesen, von einer solchen Untersuchung abschrecken 
zu lassen: Es wird sich weiter unten zeigen, dafe sie keine gering zu achtende 
Ausbeute giebt. 


re 


Erste Abtheilung. 
Prüfung der sonst gewöhnlichen Erklärungsarten der Differen- 
zial- und Integral- Rechnung, 


Erster Absehnitt. 


Prüfung der gemeinen Infinitesimalrechnung als Grundlage des höheren 
EPKEN betrachtet, nebst'einer Untersuchung über den Begriff 
des mathematisch Unendlichen, ` 


f 


$. E 

Die Meinung, Leibnitz habe seinen Kalkul auf den Begriffen vom Unend- 
lich- Kleinen und Grofsen gegründet, ist so herkömmlich, dafs man die Aus- 
drücke Infinitesimal- und Differenzial-Rechnung als gleichbedeutend 
anzusehen pflegt. Zwar läfst sich nicht läugnen, dafs in seinen Schriften*) die 
Namen - Calculus indefinite parvorum, Calculus differentialis et summiatorius, _ 
Calculus tetragonisticus, Analysis indivisibilium, und Analysis infinitorum a b- 
wechselnd, obgleich nicht ohne allen Unterschied gebraucht werden. Ledoch 
ist es eine geschichtliche Thatsache, dafs Niemand mehr, als Leibnitz selber, 
sogar die Möglichkeit unendlich grofser und kleiner Gröfsen, Linien, Flächen, 
Körper u. s. w. in Anspruch genommen und aus dem Kalkul zu verweisen ge- 
sucht hat. ‚Man lese nur. das Commercium philosophicum et mathematicum von 
ihm und Iohann Bernoulli: so wird sich finden, dafs er mit seinem gelehrten 
Freunde einen langen Streit über diesen Gegenstand geführt, das Unendlich- 
Kleine sehr bestimmt verworfen und an seiner Stelle nur unbestimmt kleine 
Gröfsen (indefinite parva) verstattet habe. Es sind überhaupt dreizehn Briefe 
im: ersten. Theil der angeführten Sammlung worhanden, der 72, 75, 76, 78, 79, 
80; 8I, 83, 84, 85, 86, 87, 88ste, in denen Bernoulli den Satz zu vertheidigen 


*) Leibnitzii Opera omnia, coll. studio Dutens, Tom. IH. pag: 191, 193. 
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suchte, dafs in einer Reihe, wie 1 FZH+FHFFF....... irgend ein Glied das 
unendlichste jedoch darum noch nicht se letzte seyn mülste, Leibnitz deckte 
nicht nur den Widerspruch in dieser Behauptung auf, sondern ging noch wei- 
ter, indem er überhaupt die Möglichkeit unendlich grofser und kleiner Gröfsen 
in Zweifel zog, ja sogar im den Actis Exrudit, Lips? 1712 öffentlich ärie dafs 
der Ausdruck „unendliche Zahl“ und „unendliche Linie“ ganz unstatt- 
haft sey, wenn er für etwas anders, als eine blofse Redensart angesehen 
würde. Aus diesem allen scheint hervorzugehen, dafs der Begriff des Unendlich- 
Kleinen mehr von L’Höpital*) und Iohann Bernoulli, als von Leibnitzen selbst 
in den Differenzial-Kalkul eingeführt worden, und: eben darum das Ding nicht 
sey; dessen, Betrachtung, wie I, L. Lagrange meint, ‘diese algorithmische Erfin- 
dung veranlafst hat, Ueberdem, ist es in den Actis Erud.. Lips. in dem Com- 
mercio philos. et mathem. und in andern Sammlungen leibnitzischer Aufsätze 
genugsam beurkundet: 

I. dafs der ‘deutsche Erfinder des Differenzial-Ralkuls, als er diesen dem 
Engländer Isaac Newton mittheilte, ganz andere Gründe von dem, Wegwerfen 
einiger Glieder in den Differenzial-Functionen angab, als das Verschwinden der 
höhern Potenzen unendlich kleiner Brüche gegen ihre erste Potenz. **) 


ð. Dafs Leibnitz blofs in Hinsicht der Anwendung des Differenzial- Kalkuls 
auf Gegenstände der Geometrie, das unbestimmt Kleine (indefinite parvum) ge- 
brauchen mufste, mehr um gewisse dreieck- und trapezien-ähnliche Figuren für 
die äussere Anschauung zu erhalten, als seinen durch freies Nachdenken zu 
Stande gebrachten Begriffen über die Natur und den Nutzen der Differenzen im 
Kalkul, dadurch einen Stützpunct zu verschaffen. 


So läfst sich nun mit mehrerm Recht behaupten, der Erfinder Ber Differen- 
zial-Rechnung habe an das mathematisch- Unendliche nicht einmal geglaubt. 


*) Dieser schrieb 1696 seine Analyse des infiniment petits, und wie es scheint nach Joh, 
Bernoullis Entwurf, als das erste Lehrbuch der Differenzialrechnung. 

**) Diese Bekanntmachung geschah im Jahr 1677. Vergl. Leibn. Op. omn. T, II. pag- 80. £. 
Bei der Diferenziation von y? heifst es: „omisso quadrato quantitatis dy-(ob rationes 


ex methodo de Maximis et Minimis notas)“ ete, Es ist hier die Methode des Fermat 
zu verstehen. Vergl, S, 97. 
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Es ist auch neueren Mathematikern beim Durchtesen: der teibnitzischen Auf- 
sätze in den 'Actis Erud. Lips. keinesweges entgangen, dafs ihr Verfasser sogar 
die Möglichkeit des- Unendlich -Grofsen “und Kleinen abgeläugnet habe. Nur 
glaubten sie dort den Beweis “für die Unstatthafügkeit und Entbehrlichkeit des- 
selben in: mäthematischer Hinsicht, nicht zw finden”). : Allein dieser Beweis ist 
sehr vollständig im "dem Commercio “philos. er>mathem. a a. O. enthalten, und 
schon funfzehn Jahre älter, als die Bekanntmachung in den Act. Erud. Lips, 
von 1712. Er nimmt ohngefähr folgenden Gang. Die Meinung, als stelle man 
sich etwas Unendliches vor, wenn eine (bernoullische) Reihe, wie 


x: 1 1 1 ı 1 : 
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gedacht wird, in welcher irgend ein Glied -tas unendlichste jedoch auch 
nicht das letzte seyn soll, ist ein leeres Blendwerk. Denn fürs Erste ist die 
ganze Reihe nicht ‚gröfser als .2,. folglich schon. an sich keine unendliche Gröfse. 
Fürs Zweite, der „Ausdruck „ein Glied“mufs“das unendlichste seyn, aber 
noch immer. andere auf-sich. folgen-.lassen“ heifst nichts weiter, als ein Glied 
mufs den Anfang machen ein unendlichstes zu seyn. Aber dann ist das 
nächstvorhergehende noch ein’ endliches, und nun mufs das Endliche um Eins 
vermehrt etwas Unendliches seyn... Eine klare Ungereimtheit! Fürs Dritte, mö- 
gen die Glieder in der Reihe beschaffen seyn, wie sie wollen, es streitet gegen 
die Einrichtung des menschlichen Vorstellungs-Vermögens, eine Unendlichkeit 
von Einheiten oder endlichen Gröfsen jemals zu Stande zu bringen; weil dazu 
eine unendliche Zeit erfoderlich- ist,” Aber eine solche kann niemals wie ‚been+ 
digt, oder eine Ewigkeit als abgelaufen betrachtet werden. si 

"In der That, gegen diese Gründe lälst sich nichts Erhebliches einwenden. 
Vielmehr mufs jeder Unbefangene ihre Beweiskraft um so mehr fühlen, da esim 
Gebiete der Geometrie nicht möglich ist, etwas Unendliches, z.B. eine unend- 
liche Linie ganz begreiflich zu machen, so oft auch davon -die Rede seyn: mag. 
Denn bestimmt man’ eine’Linie dergestalt, dafs sie die Gränze einer Fläche, diese 
die Gränze eines Körpers ist: so setzt eine unendliche Linie: eine: unendliche 
Fläche, ünd diese wieder einen unendlichen Körper voraus. "Es ist aber ein 


*) Joh. Schultz Theorie des Unendliohen. Konig. nä Leipz. 1788. "S:-6n 
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"Körper ein von Flächen oder Ebenen begränzter Raum; und ein tunendlicher 
Körper müfste ein von Flächen begränzter unendlicher d:i unbegränzter 
Raum séynr welches ein offenbarer. Widerspruch ist. Auf diesem Wege kann 
also Niemand zu einer Vorstellung von einer unendlichen Linie oder Fläche 
gelangen: daher sind beide subjectiv unmöglich, Schlägt man den andern Weg 
ein, wo eine Linie dutch die Bewegung eines Puncts, eine ‚Fläche durch, die 
Bewegung einer Linie u.s. wW. entstehen -soll,;- so- ‚macht‘ man die Vorstellung 
einer unendlichen Linie, Fläche u. s. f. von der 'Zeit abhängig, welche von der 
Bewegung unzertrennlich ist, und es kann eine unendliche Linie etc. nicht: eher, 
als nach Ablauf einer unendlichen Zeit, das: heilst gar nicht vollendet werden. 
Eben so kommt die Sache zu stehen, wenn man zwar den Ausdruck „Bewegung“ 
verschweigt, aber dafür genöthigt. ist zu sagen: eine unendliche Linie, Fläche, 
Zahl u. s. w. ist diejenige, welche ohne Aufhören wächst, Denn hier ist die 
Vorstellung ebenfalls wieder an eine unendliche Zeit gebunden. 


Leibnitz hatte demnach sehr recht, das Unendlich-Kleine sowohl, als’ das 
Unendlich-Grofse von seinem Differenzial-Kalkul.zurück zu weisen. Denn eine 
unendlich kleine Gröfse würde ein Bruch seyn, dessen Nenner unendlich'wach- 
sen mufs, also niemals für abgeschlossen (fixirt)- angesehen ‚oder ‘in Beziehung 
auf endliche Gröfsen verhältnifsgebenid gemacht werden kann, welches > doch 
der eigentliche a der Differenzial- Rechnung ist. Fo 


9. 3. 

Es wäre kaum nöthig, jetzt noch auf die Frage zu. antworten, wie denn 
Yıeibnitz das Unendliche definirt habe; man vermisse diese Definition. Indes- 
sen um der Meinung-nicht Raum zu geben, als fänden. hier.nun erhebliche Ein- 
würfe Statt ;- so mäg die einzige Bemerkung hergesetzt werden, dafs eine beson- 
dere Definition des Unendlichen ganz unnöthig war; weil schon in. dem Aus- 
drück selbst seine Definition liegt. Denn etwas Unendliches ‚ist schlechthin -der 
Gegensatz vom Eidlichen. Eine andere Definition, ‚als eine richtige Deutung 
des an sich verständlichen ‚Ausdrucks, würde nur Unbestimmtheit und wohl'gar 
Widersprüche mit sich führen. So hat unter andern Kästner versucht, in sei- 
nen Anfangsgründen der höheren Analysis $. 4. eine Definition vom Unendlichen 
zu geben, welche recht deutlich und fafslich seyn soll, aber nichts weniger als 
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das ist, und von demjenigen Manne schwerlich gut 'geheissen worden seyn 
würde, von welchem er. in der Vorrede zur ersten Auflage sagt, dafs bei ihm 
sich der Witz des Dichteis, die Einsicht des Philosophen, die Gründlichkeit des 
Geometers und die Belesenheit des Polyhistors vereinigten. Es heifst a. a. O: 
also: „Eigentlich känn man nicht sagen, eine Grölse ist unendlich grofs; denn 
„jede Gröfse, ‚die ist, läfst sich angeben. Wenn man aber diesen Ausdruck 
„braucht, “so stelle man sich gleichsam eine Gränze vor, der sich die Grölse 
„dureh'beständige Verniehrung immer mehr nähert, und nimmt diese Gränze, 
„statt der Gröfse in - einem Zustande, den man für ihren letzten ansieht, ob- 
„gleich 'es wiederum keinen solchen letzten giebt.“ In dieser Umschreibung 
wird gefodert, sich die eigentlich unendliche oder ohne Ende wachsende Gröfse 
als-eine 'begränzte, und ihre Gränze in einem letzten Zustande vorzustellen, 
wiewohl ein solcher nicht gedacht werden könne. Ist das nicht oflfenbarer Wi- 
dersprüch? — — Eine um nichts besser gerathene Definition des Unendlichen 

giebt Herr Carnot in seinen Reflexions sur la métaphysique du Calcul Infinite- 
simal, à Paris chez Duprat an v=(T797), einer Schrift, welcher Herr S. F. 
Lacroix, in der Vorrede zu seinem Traité du Calcul differentiel etc. à Paris an 
y einek grolsen Werth beilegt. Es heist dort S. 96.: „Ainsi on peut dire en 
„general qu’une grandeur infiniment petite west autre chose qu’une quantité 
„dont la, limite-est o, et qwau contraire une. quantité- infiniment. grande n'est 
„autre chose, qwune quantité dont ‚la limite est 3“ Was heifst. hier: Null 
und Unendlich sind die Gränzen des Unendlich - Kleinen -und Unendlich- 
Grofsen? Etwa soviel, als jenes. darf die erstere und dieses die letztere Gränze 
nicht überschreiten ? Da würde das Unendlich-Kleine niemals =o und das 
Unendlich - Grofse niemals = œ werden können... Diefs ist klarer Widerspruch. 

Oder soll jene Definition soviel sagen :. das Unendlich -Rleine hat das Null und 
das Unendlich-Grofse das Unendliche zu seinem nächsten Gränznachbar, so dafs 
jenem wie diesem nur noch ein einziger Schritt zu thun übrig bleibt, um dort 
Null und hier Unendlich zu werden? — — Bei dieser Deutung läfst sich zweier- 
lei fragen, fürs Erste, ob nicht auch endliche Gröfsen durch einen einzigen 
Schritt, zı B. durch eine einzige Subtraction = o werden können? und fürs 
Zweite, wo denn die 'Gränze abgesteckt sey, hinter welcher das Unendliche 
unmittelbar anfange? Man sieht er dafs diese letztere Frage auf cine ähn- 
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liche Reihe führe, wie diejenige, von welcher bereits im $. 2. die Rede gewe- 
sen ist. Es kann also diese neuere Definition keinesweges für bestimmter und 
passender anerkannt werden, als die sehr bekannte der ältern Mathematiker: 
-„infinite magnum est omni dabili majus; infinite -parvum omni dabili minus.“ 
Denn so gewaltig sie auch bei den: Worten „omni dabili“ ausholt,: und sich 
das Ansehen giebt, als solle dergestalt alles erschöpft seyn, dafs gar keine -Ver- 
anlassung zu einem Einwande mehr übrig bleibt: so ist sie dennoch schwan- 
kend und unbestimmt... Man werfe nur die einzige Frage auf, was hier.'unter 
dem Ausdrucke „dabile“ (quod dari potest) zu verstehen sey. . Will man. damit 
gemessene Gröfsen bezeichnen, die als solche nicht unendlich grols oder 
klein seyn können: woraus geht denn die Nothwendigkeit gleich ‚hervor, dafs 
jedes gröfsere oder kleinere Nichtgemessene schon unendlich grofs oder un- 
endlich klein seyn müsse?, Soll es melsbare Gröfsen bedeuten, so ist ja vie- 
les Nichtmefsbare, z. B. die für uns unermefslichen Abstände vieler Ene 
melskörper, gewisse Geschwindigkeiten, oder kleine Zwischenräume, Gewichts- 
theile, Zeitintervalle u. dgl. unläugbar theils gröfser theils kleiner, als das dabile 
in dieser ‚Bedeutung; aber darum ‘noch keinesweges unendlich grofs oder uns 
endlich klein. Oder soll dabile so viel heifsen, als eine willkührlich vor- 
zuschreibende Gröfse? Dann würde,, wegen des Beisatzes omne, jede mög- 


. 2 1 ' å le s) 
liche oder denkbare Gröfse, also œ oder —- selbst, so wie ° und C35 


vorgeschrieben werden können, und eben darum ein Widerspruch in der Defi- 
nition unvermeidlich seyn. 

Aus diesem allen geht hervor, dafs es am besten sey, statt aller anderwei- 
tigen Definitionen blofs die in dem Ausdruck Unendlich selbst liegende Bedeu- 
tung festzuhalten, und bei dieser in mathematischer Hinsicht an etwas zu 
denken, was unbegränzt ist. 


$. 4. 

Die Metaphysik wird allerdings noch einen Unterschied machen müssen, 
zwischen einer unendlich wachsenden Größe und dem Unendlichen selbst. 
Denn dies letztere ist ein Ideal, welches von einer blofs unendlich wachsenden 
Gröfse niemals erreicht werden kann, so dafs eben darum diese letztere vom 
Anfange ihres Wachsthums an, nicht anders als eine endliche Gröfse zu betrach- 
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ten ist, jedoch als eine solche, deren Zu- oder Abnahme niemals unterbrochen 
werden soll. Es folgt hieraus wieder, dafs der Mathematiker nie sagen kann, 
hier ist eine unendliche Gröfse im eigentlichen Sinn; denn alle Gröfsen, mit 
welchen wir im begränzten, Raum und in der begränzten Zeit zu thun haben, 
können als abgelösete Gröfsen für sich, oder als Nenner von Brüchen, blofs 


unendlich wachsen, un unendlich zu werden. 


Aber nun entsteht die schwierige Frage: welche Bedeutung soll man dem 
Zeichen œ geben, die des unendlichen Wachsthums, oder des Ideals vom uner- 
reichbaren Unendlichen selbst? —— Wenn ein spitzer Winkel Ọ nach und 

_mO_,_ 


nach ein rechter wird, so kommt eine Gleichung für tang Ọ = —— I, 
cos 


wo diese aus dem zunächst eingeschränkten Raum hinausgehende grade Linie 
nicht anders, als unbegränzt wachsend gedacht werden, und um so weniger 
mit dem Ideal des Unendlichen einerlei seyn kann, da sie einen ‚Anfangspunct, 
also irgendwo eine bestimmte Gränze hat. “Gleichwohl ist verstattet, sie 
=ı+rıHtırt..... in infinitum zu setzen, und cos R durch = = O auszu- 
drücken. Da giebt aber die Division 1 : (1Fı+ır. 3 in infin.) den son- 
derbaren Quotienten 1 — 1 F1—it1ı...... der sich in einem unaufhörlichen 
Wechsel zerstört und wieder herstellt, wo man also nimmermehr auf -einen 
Werth = o kommen kann, es sey denn, dafs für den Quotienten eine endliche 
und grade Zahl von Gliedern festgesetzt werde. Das ist jedoch höchst will-, 
kührlich, und man hat keinen andern gesetzlichen Grund solches zu thun, als 


en . . e . . 1 
das Bedürfnifs einer trigonometrisch -analytischen Form — = 0- Noch sonder- 


barer ist die algorithmische Erscheinung, ‚dafs in einen Quotienten auf- 


gelöset, ganz dasselbe ı — 1 +1— ı+r1...... in infin: hervorbringt, ob- 


gleich Fran sich = 4 ist. Mit der Lösung dieses letzteren Räthsels beschäf- 


tigte sich schon Leibnitz (Op. omn. T. II. pag. 406.) und erklärte sich folgen- 

dermafsen darüber; so lange die Reihe endlich bleibt. und paarige Glieder hat, 

wird sie =o, bei unpaarigen = 1. Nimmt man sie aber als unendlich grofs 

an, so ist.das Paar oder Unpaar nicht mehr anzugeben (inassignabilis) und jetzt 

hört auch der Grund auf, ‘warum sie entweder = o oder =ı seyn mufs. Das 

Recht des Paar oder Unpaar läfst sich nicht mehr entscheiden (confunduntur), 
c2 
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o+1 


folglich mufs Sy, ma hervorgehen (das o als eigentlichen Quotienten und = 
als Rest betrachtet). Ohne die Standfestigkeit dieser Schlüsse anzufechten, läfst 


sich doch nicht läugnen, dafs die Gültigkeit des obigen Ausdrucks F — =o, 
FIFS 
rein algorithmisch nur durch die Gleichung für den Cosinus eines rechten Win- 


kels, oder vielmehr für die Tangente desselben, erwiesen ‚werden könne, wo- 


; 1 : i : 
bil= Sr gesetzt werden muls, welches in der That ıtı+tı +tı Bee 
a 1 


in infin. also umgekehrt cos R = rrr ae = 1 — giebt. Hieraus 
geht zugleich der Satz hervor, dafs Eins dividirt durch etwas Unendliches 
gleich Null sey. Er ist bekanntlich ein Lehrsatz der gemeinen Infinitesimal- 
rechnung, und sie verdankt ihn lediglich einer trigononietrischen Formel, also 
der Analyse eines besonderen Rechnungsfalles: daher auch seine Allgemein- 
gültigkeit, wie die Beantwortung der Frage, welche Bedeutung hier das Zei- 
chen & haben müsse, dahin gestellt bleibt, 


x 


RR 
Es ist jetzt näher zu untersuchen, ob und welche Beziehung theils der 
zweideutige Begriff des Unendlichen, theils der gemeine Infinitesimal-Kalkul 
zur Differenzial- Rechnung habe. Um dies auf die kürzeste Weise zu thun, ist 
es nöthig, die gesammten Lehrsätze jenes Kalkuls zusammen zu stellen, und 
seine Methode mit der Methode der Differenzial- Rechnung zu vergleichen. Der 
Lehrsätze sind hier nicht mehr, als folgende sechs: 


T. Eine endliche Gröfse durch Null dividirt, giebt etwas Unendliches. -T 2sb 

2. Eine endliche Gröfse durch etwas Unendliches dividirt, 'giebt Null. 

3. Das Unendliche kann durch etwas Endliches weder vermehrt noch ver- 
mindert werden. | 

4. Das Unendlich- Kleine verschwindet vor dem Endlichen., 

5. Die niedrigere Potenz des Unendlichen verschwindet vor der höheren. 

6. Jeder in einer höhern Potenz befindliche unendlich kleine Bruch, ver- 


schwindet vor einem in einer niedrigern Potenz vorhandenen. 


Was den ersten Satz betrifft, so ist er zwar algebraisch richtig; aber es 


geht aus ihm eine zweideutige, zum Theil widersinnige Folgerung hervor, näm- .» 


2I 


lich 1 = 0.%. Da der Factor Null kein. anderes‘ Product als: Nùll-giebt, so 
miüfste man hier schliessen: Eins oder-jede endliche Gröfse als Einheit betrach- 
tet ist = 0; welches einen Widerspruch.ienthält. "Wie will man diesen vermei- . 
den? Etwa durch die Auslegung des obigen: Ausdrucks: das: Endliche sey nichts 


Unendliches ? — — 


"Daß der zweite Satz keines allgemeinen und ungezwungenen Beweises fä- 
hig sey, ist schon im ‚vorhergehenden Paragraph gezeigt worden. 


Soll der dritte Satz nicht einen Widerspruch enthalten, so kann Unend- 
lich hier nicht etwas unaufhörlich. Wachsendes bedeuten; weil dieses wirklich 
eine beständige Vermehrung durch etwas Endliches voraussetzt. Uebrigens läfst 
er sich wohl auf eine algebraische Weise rechtfertigen, -wenn in folgendem 

ıtuv+uv 3 : ; 
Ausdruck -> Ve = ——— = @, unter Unendlich wieder nicht etwas 
ohne Ende Wachsendes verstanden wird. 


z PRAP SETE r 1 
Um den vierten Satz algorithmisch zu beweisen, muls a: = a : o gesetzt, 


, 1 
und hieraus «a — 5 = a — o etc, gefolgert werden, wenn man annehmen darf, 


ı . “ 
dafs -p = 0 allgemein wahr ist. 


Der fünfte Satz scheint sehr leicht aus ":o = ©”; 2 =m”?:o 
wo? 


an 
abgeleitet werden zu können, so lange nicht die Potenzirung des Unendlichen 


zur Sprache kommt. Ohne sich hier an manche paradoxe Behauptungen zu 
kehren, z. B. dafs das Unendliche höchstens bis zur dritten Potenz erhoben 
werden dürfe, und eben darum eine unendliche Kugel (!!) = 4r æ das 
absolute Maximum alles Unendlichen und. jeder denkbaren Gröfse sey *), kann 
man doch nicht einer Frage von grölserm Belang ausweichen, mit welcher die. 
combinatorische Analytik hervertritt. Es läfst sich nämlich jederzeit o = a +b 
+etrdtetr.....in infinitum setzen, in dieser Gestalt potenziren, und her- 
nach jedes besondere Glied, so wie jeder besondere Coeflicient in die Menge 
von Einheiten auflösen, die er enthält. Auf diesem Wege gelingt man zu fol- 
genden Alisdrücken : 


*) Theorie des Unendl. von Joh, Schultz etc. S. 320 u. 368. 
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oL= rpk oriai anii infnitum i 

2) Weber pa fabtFuctadi aeri! rout bcş ba 
pebeta e ne Hed t cetefgi.uen F derdf +. sr ininfinitum) 
Sakat ehr rain inniti. 

Eben so wird jede höhere Potenz nichts anders, als ıt1t+ı1+ı1+#.,...i\ ins 
Unendliche. Steigt mán abwärts, so kann Fæ nichts anders, als etwas Unend- 
liches seyn. Denn wäre es etwas Endliches, so würde durch die aufsteigende 
Potenzirung nur eine endliche Gröfse, ein endliches ıtı+ı+ u. s.w, erhal- 
ten werden. Aus eben dem Grunde Re auch jede andere Bruchpotenz 93 et- 


was Unendliches, also ganz allgemein oœ” wie@"=ı tı+tı#+ı3+....... ins 
Unendliche seyn. Hieraus geht nun der merkwürdige Satz hervor: 
Das Potenziren des Unendlichen im eigentlichen Sinn, auf- 
und abwärts, hat nichts anderes zu bedeuten, als das Po- 


tenziren der Einheit. 


Wie dieses eine Extrem der Zahl auf jeder möglichen Potenz in Ewigkeit 
= ı bleibt, so kann aus dem andern, durch keine Behaftung mit irgend einem 
Exponenteh ausser Null, etwas anderes hervorgehen, als ein und dasselbe Un- 
endliche. Wie sehr auch der Begriff der Multiplication sich hiegegen zu sträu- 
ben scheint, so macht doch das Unendliche im eigentlichen Sinn von dieser 
algorithmischen Veränderungs-Form eine ganz nothwendige Ausnahme. Denn 
es soll keiner Vergrölserung, und eben darum auch keiner wirklichen Verviel- 
fältigung mehr fähig seyn. Keine noch so schnell und noch so lange wachsende 
Gröfse darf gedacht werden, die es irgend einmal erreichen könnte; weil das 
immer auf irgend eine Art von Mefsbarkeit, also auf Begränzung zurück- 
führen und den Begriff selbst zernichten würde. Aus diesem Grunde ist die 
Vorstellung eines unendlichen Quadrats, einer unendlichen Kreisfläche, eines 
unendlichen Würfels, einer unendlichen Kugel u. s. w. etwas völlig Sinnloses; 
denn sie setzt Figur und Schranken aids wo keine Gestalt ‚und Begränzung 
Statt findet. } 


Was ist nun, muls man fragen, das Multipliciren und Dividiren des Un- 
endlichen durch etwas Unendliches ? Bleibt hiebei noch wohl eine andere algo- 
rithmische Veränderung möglich, als ein Spiel mit Exponenten der Potenz? — — 


Zi 7 einen 


In der That, auf diesem allein beruhet der oben aufgestellte fünfte Satz, und 
keinesweges auf einem Ueberzeugungsgrunde, welcher aus dem Begriffe des Un- 
endlichen 'im'strengsten Sinn hergenommen | werden: könnte. ‘Daher steht er 
auch nicht so sicher): wie es auf den ersten Anblick scheint; denn œ”; œ giebt, 
zufolge des Vorhergehenden, kein anderes Verhältnifs, als 1»: 27=ı:ı. Etwas 
Anders ist es jedoch, wenn man: dem Zeichen œ den Namen des Unendlichen 
leihet, aber in Gedanken eine endliche Gröfse zurückbehält, welche in Ver- 
gleichung mit dęẹr Einheit ungeheuer grofs ist, sich wirklich potenziren läfst, 
und in Beziehung auf jede auch nur um ı niedrigere Potenz ein Verhältnifs 


; RE 1 1 ; 2 
giebt, welches dem Verhältnisse © : p oderı:—, = 1i: o, ohne einen cr- 


heblichen Rechnungsfehler gleich gesetzt werden darf. Blofs ein Unendliches 
von dieser Art, das heit ein sogenanntes Unendliche (die Redensart, 
wie Leibnitz es bezeichnete) kann im gemeinen Infinitesimal-Kalkul die be- 
kannten Dienste leisten. 


' Die nämliche Bewandnifs hat es mit dem sechsten Satze, welchen zu be- 


r 3 1 1 1 s u 
weisen man rn Er = ı; = 1:0. Eine Folgerung, welche 


n: mL 
wW 


unter der Voraussetzung eingeräumt werden darf, wenn e a das soge- 
nannte oder vorgespiegelte Unendliche ist. 


$. 6. 

Es würde sehr überflüssig seyn, die innere Beschaffenheit des gemeinen 
Infinitesimal-Kalkuls noch weiter zu untersuchen. Was hier geschehen ist, 
das genügt hinreichend, sich dayon zu überzeugen, dafs die leibnitzische Diffe- 
renzen-Rechnung ihm eben so wenig ihren Ursprung verdankt, als dafs sie 
ihre Grundbegriffe von ihm entlehnt hat. Dies wird weiter unten, bei der el- 
gentlichen Darstellung dieser analytischen Methode in das hellste Licht gesetzt 
werden. Dals der Begriff des Unendlichen und die gemeine Infinitesimal-Rech- 
nung dem Differenzial-Kalkul nicht zum Grunde liege, läfst sich auf mehr als 
eine Art einsehen. 


1? Der Erfinder des letztern hat sich durch seine oben angeführten sehr 
scharfsinnigen Acusserungen, so entschieden gegen den Gebrauch des Unend- 
lichen im höhern Kalkul erkläret, dafs man schlechterdings nicht ‘voraussetzen 
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darf, die Differenzial-Rechnung- gehe von dem Begriffe des Unendlich- Kleinen 
und Grofsen aus, und sey der gemeinen Infinitesimal-Rechnung ähnlich, -ohne 
zugleich zu: behaupten, Leibnitz habe ‚sich: und Andere: geflissentlich täuschen 
wollen. Allerdings ist sein mathematischer Nachlafs, nicht sögleich ‘verständ- 
lich *); aber man lese ihn nur unter der einzigen Voraussetzung, dafs ein philo- 
sophisch geordneter und scharfsinniger Kopf in: seinen Aeusserungen consequent 
bleiben und keine Widersprüche: hineinbringen; mufs:: so wird, sich der «Schlüssel 
zum Verständnisse desselben bald finden, und die Veberzeugung ‚gewähren; dafs 
die frühesten Aufsätze, welche das Wesen des Differenzial-Kalkuls' ängelien, mit 
den spätesten über diesen Gegenstand im vollkommensten Einklange sind. 
Es ist folglich das, was Leibnitz dreissig Jahre nach der Erfindung des Differen- 
zial- Kalkuls behauptete na keinesweges als eine veränderte Ansicht „der. Sache 
zu betrachten. ‚Wenn er also im Jahre 1706 die Differenzial- ‚Rechnung, = un- 
abhängig von der Betrachtung des Unendlichen überhaupt, und des Unendlich- 
Kleinen insonderheit erklärte : so mufste sie dies bei ihrem. ersten Entstehen 


schon gewesen seyn. 


2. Man mag an dem Begriff des Mathematisch- -Unendlichen E ‚noch so 
viel künsteln, er "bleibt immer schwankend und zweideutig. ` "Das wird am sicht- 
barsten bei dem Inhalt der gemeinen Infinitesimal- Rechnung $. 5. Ihre beiden 
ersten Sätze behalten einen Sinn, es mag unter Unendlich eine blofs unbe- 
schränkt wachsende, .. das heifst mit ‚den Schranken , der.. Zeit immer noch an 
Schranken des Raums gebundene Gröfse , oder ein 'idealisirtes Unendlich verstan- 
den werden, welches. durch keine unaufhörlich wachsende Gröfse jemals. erreicht 
werden kann. Der dritte Satz ist offenbar falsch, wenn man das, Unendliche in 
der ersten Bedeutung nimmt; aber nur sie. darf, Statt finden, wenn nicht der 
yierte, fünfte und sechste Satz fallen. soll. ‚Es, ist leicht zu begreifen, dafs ein 


überlegender, Verstand, eine Wissenschaft, wie die. ‚Differenzial - und Inte- 


a ~ 


*) Ueher die Unverständlichkeit desscihen klagte Wallis in einem Briefe an Leibnitz, građe- 
zu, und bemerkte dabei, dals Fermat, Robervall, Frenicle, mit der Erklärung 
ihrer "Methoden eben so zurückhaltend gewesen wären, Leibn. Op, omn. F. IH. pag. 108. 


yi. „Eaque omnia jam triginta annorum aetatem habent, Commerc, philos, et math, Leibn. 
et Bern.‘ T. IL, pag, 161. 
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gral-Rechnungy, Dicht'auf einen so unsichern Begriff gründen wird, wenn sich 
noch irgend ein anderes und ‚besseres Princip ausfindig machen läßt, Dafs ein 
solches da 'sey,; soll weiter ünten gezeigt werden. 


3. Der Mechanismus der gemeinen Rechnung des Unendlichen, weicht von 
dem Mechanismus des Differenzial-Kalkuls dergestalt ab, dafs es nicht möglich 
ist, durch jenen weder auf den ‚Begriff und Zweck, nöch auf die bestimmte 
Form 'eines Differenzials geleitet zu werden. Bei dem letzterän’isties et- 
was Wesentliches, Abzüge zü machen, und die erhältenen Differenzen, 
welche wirkliche und nicht blofs förmliche oder figürliche Unterschiede sind, 
anstatt der Grölsen zu gebrauchen,“ durch deren Abzug von einander sie ent- 
stehen. Man rechnet hier also mit stellvertretenden Functionen. Aber die Mög- 
lichkeit nachzuweisen, wie dieses Verfahren zu irgend einem richtigen arith- 
metischen Schlusse führen könne, das liegt so weit ausser dem Gebiet der ge- - 
meinen Rechnung des Unendlichen, dafs es keinem blofs von ihr anfangenden 
Nachdenken jemals gelingen wird. Eben so wenig läfst sich aus dem ganzen 
Inbegriff ihrer Lehrsätze, poene ein Differënzial von bestimmter Form ableiten. 
Wie will man z.B. die Differenziäle der Functionen x", a”, a öder log æ 


durch das Hin- und Her-Wenden des Begriffs vom Unendlichen ausmitteln ? 
Es ist eine vergebliche Arbeit, sogar wenn der Hauptmechanismus des Differen- 
zial-Kalkuls, ‘das Abziehen der Functionen von einander, hier verstattet würde, 
ohne eine weitere Rechenschaft davon zu fodern. Denn sollen überhaupt Ab- 
zugsformen Differenziale seyn, so würden hier unter andern auch folgende 


Differenziale zum Vorschein kommen : 


= > 1 1 rara | ı Jól 
o — a = 0O; 0 ee SA eg zer = == Ti ee ea gt. 


` welche insgesammt zu nichts führen. Eben so leer wird ein jeder ausgehen, der 
von der: gemeinen Rechnung des Unendlichen eine befriedigende Antwort auf 
die Frage verlangt, worin sich die Nothwendigkeit der Integration 
„gründe, und warum die Differenzen- Rechnung nicht schon beendigt sey, sobald 
gewisse Gleichungen gefunden worden sind, aus welchen sich die eine oder die 
andere der unbekannten Gröfsen, mit Hülfe der algebraischen Theorie der Glei- 
chungen herleiten lassen würde. Dafs die Integration grade den wichtigsten 
Theil des höhern Kalkuls ausmache, und etwas ganz Eigenthümliches in ihrer 
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Art sey, läfst sich mit aller Mühe durch den blofsen Begriff des Unendlichen 
und durch die gemeine Infinitesimal-Rechnung nicht demonstriren. Diese letz- 
tere ist also, um bildlich zu reden, für den Urkeim des Differenzial- Kalkuls 
ein ganz unfruchtbarer Boden. Eben darum ist es ein Irrthum, wenn einige 


neuere, besonders französische Mathematiker, die Betrachtung des Unendlichen 
für das Princip der leibnitzischen Analysis angesehen haben. Sie ist we u 
Hauptprincip noch Nebenprincip derselben. Auch kann der Begriff des Unend- 
lichen mit der gemeinen Infinitesimal-Rechnung zugleich, stehen oder fallen, 
ohne dafs der Differenzial-Kalkul im mindesten darunter leidet. 


G 


Zweiter Abschnitt s 


Prüfung der maclaurinschen Darstellung der Fluxions-Rechnung, sofern 
sie mit dem Differenzial-Kalkul einerlei seyn soll **). 


$e 7: 

Es würde am unrechten Ort seyn, hier etwas über die Geschichte der Er- 
findung des Pifferenzial-Kalkuls, und über den berüchtigten Streit zu sagen,- 
in welchen Leibnitz deshalb mit J. Newton verwickelt wurde *). Genug dieser 
letztere Gelehrte hat in den ersten Ausgaben seiner Principien der Naturphilo- 
sophie selber versichert, dafs der Differenzial-Kalkul der Sache nach mit seiner 
Fluxionsrechnung einerlei sey, und blofs in Hinsicht auf Ableitung und Be- 
zeichnungsart der Gröfsen von letzterer abweiche ***). Ueberdem ist es bekannt, 
dafs der gelehrte Engländer in seiner Schrift von den Quadraturen, welche im 
Jahr 1704, d. i. 27 Jahre nach der Bekanntmachung des Differenzial-Kalkuls er- 
schien, wie auch in der ersten Ausgabe der Princ. Philos. natural. S. 263, und 
in den früheren Ausgaben seiner Analysis per quantitatum series fluxiones ac 
differentiales.etce. Fehler gemacht hatte, welche er erst im Jahr 17]I mit Hülfe 


*) Sir Colin Mac Laurin’s Treatise of Fluxions in two books, Edinb, MDCCXLIIL. 4to. 

**) Sehr unbefangen urtheilt hierüber Carl Bossüt,. in seiner Geschichte der Math. übers. 
von Reimer. Hamb. 1804. Th. 2. 8. 139 £. 

+) Es heilst in: der Ausg. von 1774 in einem dem 7. Satze des 2. Buchs angehenden Scho- 
lium: „Vis clarissimus methodum. suam communicavit a mea vix abluentem praeterquam 


in. verborum. et. notationum. formulis „ et Idea generationis quantitatum, 
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der leibnitzischen Methode verbessern konnte. Er betrachtete nämlich die aus 
der Function (x+o)* entstehenden Binomialglieder nx"-:0, Teao xro? u 
s. w. als die erste, zweite... ... Fluxion, welches ein Fehler war, denn schon 
Joh. Bernoulli rügte *), Späterhin vertauschte Newton die Potenzen des zweiten 
Binomialtheils o mit. den punctirten Buchstaben %, &, & etc. und schrieb richti- 
ger ner—ıg, na (n—ı)@"=%&,..... ähnlich. den. leibnitzischen Ausdrücken 
na", n (n—ı) @"—20x° u. s. f, Dazu kommt noch, dafs C. Mac Laurin im 
12. Kap. des ersten Buchs, S. 413 seiner oben ‘erwähnten Schrift versichert, die 
Differenzial- Rechnung stimme mit der newtonschen Fluxions-Methode ganz 
überein, und (S. 416.) sie könne aus dieser abgeleitet werden. Beide Wissen- 
schaften sind also Eins, und es darf mit Recht gefragt werden, welche Aufklä-, 
rung sie dieser maclaurinschen Fluxionen - Theorie verdanken. Das günstige Ur- 
theil, welches verschiedene deutsche und französische Mathematiker über ihren 
Verfasser gefällt haben, würde eine gründliche und gelungene Darstellung er- 
warten lassen, wenn man nicht fast allgemein über eine zu grolse Weitläuftig- 
keit klagte. Diese ist schon kein gutes Zeichen; denn zu viele Worte, beson- 
ders wenn sie nicht recht geordnet sind, hindern gewöhnlich den Leser, Zeile 
für Zeile prüfend durchzugehen. Hätten Kästner und Rlügel dies gethan, 
so würden sie gewifs nicht zu den Lobrednern einer Schrift gehören, die sich 
allerdings das Ansehen giebt, als herrsche euklidischer Geist in ihr, die aber in 
den apogogischen Beweisen ihrer Sätze mehrmals gegen die euklidische 
Strenge verstölst. Es ist nicht leicht, zu dieser Ueberzeugung zu gelangen; 
denn es wird eine ungewöhnliche Aufmerksamkeit erfodert, bei der ermüdenden 
Weitschweifigkeit des Vortrags die logische Beziehung: der einzelnen Sätze fest 
zu halten, und eben dadurch den Schein kennen zu lernen, welcher hier im 
Gewande der Wahrheit einhertritt. 


S 8 ! 
Die Einleitung zu C, Mac Laurin’s Treatise: of- Fluxions, beschäftigt sich 
mit der wichtigen Frage: wie kann ein veränderliches Verhältnifs 
durch ein unveränderliches gemessen werden? Durch diese Frage 


*) Commerc, philos. et mathem. Viror. L. et J-B. Tom, IL pag. 295, 309 seqq. 
D2 
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rückte der Verfasser. dem: Hauptpuncte. der Differenzial--Rechnung wirklich so 
nahe, dafs wenn er unbefangener und etwas tiefer untersucht hätte, er gewils 
zu einer deutlichen Einsicht in das leibnitzische System der Differenzen gelangt 
seyn würde. Denn um die vorhergehende, den ältern Mathematikern unauf 
lösliche Aufgabe, dreht sich die ganze Differenzial- Rechnung, und von ihrer 
Lösung hängt die Möglichkeit irgend einer Rechnung mit veränderlichen 
Gröfsen ab, mag sie auch eine andere Gestalt-haben, als die leibnitzische. 


Es fehlt aber schon in der Einleitung selbst nicht an Widersprüchen, und 
' ungegründeten Behauptungen. So heifst es S. IV., der Name Fluxion *) sey 
passender,. als Differenz; und doch sind die Fluxionen durchaus nichts anders, 
als wahre Differenzen. Eine Eigenschaft, welche sich durch die, verschiedene 
Bezeichnungsart. wahrlich nicht verheimlichen läfst. An eben der Stelle hält der 
Verfasser die Voraussetzung unendlich kleiner Gröfsen für ein gar zu kühnes 
Postulat in einer “Wissenschaft wie die Geometrie, und verlangt, dafs es nach- 
gewiesen werde, warum man einige Theile, die unendlich kleiner sind, als 
die andern, vernachlässige, oder warum es’ein Irrthum sey sie beizu- 
behalten. Aber bald nachher erlaubt er sich. selber den Gebrauch unendlich 
kleiner Gröfsen, und betrachtet sie als Nullen, oder als Dinge, die keine Dif- 
ferenz hervorbringen, ohne im mindesten davon Rechenschaft zu geben. Es 
heifst nämlich S. 6: „behalten. zwei veränderliche Gröfsen z.B. x und y ein 
„unveränderliches Verhälmifs zu einander, nähern sich aber zwei bestimmten. 

„Gröfsen, wie « und b zugleich : so. kann.man das Verhältniß a:b = x: iy 
„setzen, ‘wenn die letztern von jenen nur noch. um etwas Kleineres als irgend 
„eine angebliche Gröfse (lefs, than any assignable measure), verschieden, sind,“ 
Gleich hinterher heifst es, dafs dieser sehr einfache Satz als ein Fundamen- 
talsatz in der Lehre von der Vergleichung krummliniger Figuren angesehen 
werden müsse. Mit einer ganz kleinen Abänderung findet man ihn S. I0. wie- 
derholt; denn anstatt des obigen assignable measure ist hier assignable quantity 
gebraucht, und eben dadurch- die- Einerleiheit seiner Bedeutung mit 'der des 


*) Bekanntlich, hat schon der Lord Napier, Baron of Merehiston in seinem Werk : mirifci 
canonis logar. descript. 1614, den Ausdruck FYuxion gebraucht, über dessen Bedeutung 
C. Mac Laurin nie mit sich einig gewesen zu seyn scheint, 
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Unendlich- Kleinen um so viel ‘gewisser geworden. Hier also wird gut. geheis- 
sen, wasim.Anfange gemifsbilligt wurde. Warum? Es kam -darauf an,- das 
Unendlich -Rleine in Beziehung auf den -Differenzial- Kalkul herabzusetzen, ‚hier 
aber solches, zum Behuf einer selbst-ersonnenen Messung veränderlicher Ver- 
hältnisse, unter. einem veränderten Namen beizubehalten, Die maclau- 
rinsche Methode,' veränderliche' Verhältnisse . zu- messen , ‚ist „übrigens, ‚nach 
Maafsgabe: der‘ gegenwärtigen. Einleitung, eiie- Arto voni | archimedischer Exhau- 
stions -Methode j: und soll mit der newtonschen Lehre von den ersten und letz- 
ten Verhältnissen übereinstimmen. Immerhin mag das zugegeben ‚werden, wie- 
wohl: sich "mancherlei :auffallende Abweichungen zeigen,- Soviel-aber folgt. hier- 
aus nothwendig, dafs wenn die Fluxions - Rechnung! eine''Erschöpfungsmethode 
seyn solb; wie sie denn, um der newtonschen. ersten und. letzten. ‚Verhältnisse 
willen, ihrem Urbegriffe nach füglich - nichts banders ‚seyn! kann, ihre Natur 
(nicht ihr entlehnter Mechanismus) von der Natur des Differenzial- Kalkuls 
durchaus verschieden | seyn muls: Denn: wer. diesen. letztern als -eine archime- 
dische :‚Exhaustions-Methode ansehen will, der ist' von dem wahren Verständ- 
‚nisse desselben -noch sehr weit entfernt. 


$ 9 

In dem eigentlichen: Elements of the method of Fluxions, Book I., Chap.- I, 
soll die Fluxions- -Methode, nach Art der ‚alten Geometers, streng demonstrirt 
werden; darum gehen Definitionen voran, dann folgen vier Axiome, funfzehn 
Theoreme und einige Lemmate. Doch hat man am Ende dieser Entwickelung 
der allgemeinen Gründe der Fluxions- Rechnung nichts weiter gefunden, als 
ungenügende Andeutungen, wie veränderliche und unyeränderliche Gröfsen’ wohl 
mit einander verglichen werden können. In Hinsicht der Definitionen heifst 
es S. 56 u. 57. „diejenige Gröfse, welche durch Bewegung, oder ‘durch ein 
„ihr ähnliches Wachsthum erzeugt wird, heifst fliefsend oder ein Flwent; 
„die Geschwindigkeit: aber, ‘mit welcher sie während einer gegebenen Zeit, ‚die 
„zu. ihrer Erzeugung: angenommen wird, fliefst, ihre; Fluxioni «Die pr 
„wird eben darum’ jederzeit gemessen durch die Zunahme oder Abnahmeirby the 
„Increment or Decrement) welche in! einer gegebenen Zeit, vermittelst: obiger 
„Bewegung, wenn diese nämlich vom ersten Augenblick an, ohne irgend! eine 
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„Beschleunigung oder Zögerung , gleichförmig | fortdauert y- zum Vorschein 
„kommt.“ — — Hienach verhalten sich Fluent und Fluxion, wie Bewe- 
gung und Ges chwindigkeit. Es ist leicht zu erachten, dafs da die Bewe- 
gung theils gleichförmig, theils gleichförmig beschleunigt oder verzögert, theils 
ungleichförmig, und hier wiederum bald ungleichförmig beschleunigt bald un- 
gleichförmig verzögert ‘seyn kann, weder die Axiome noch Theoreme, welche 
die ersten Gründe der Fluxionsrechnung' ausmachen; eine solche Einfachheit und 
Klarheit zulassen, wie sie sich weiter unten bei der: Differenzial - Rechnung zei- 
gen wird. Ueberdiefs vermifst man eine befriedigende Angabe der Ursachen, 
warum hier ausser den ersten auch noch zweite, dritte und kurz Fluxionen hö- 
herer Ordnungen erfoderlich sind. In der Differenzial-Rechnung giebt es Diffe- 
renzen der ersten, zweiten, dritten und folgenden Differenzen, wovon die 
Gründe sehr nahe liegen. Grade so sollen auch in der Fluxions- Rechnung, 
Fluxionen der ersten, zweiten und folgenden Fluxionen Statt finden. Das wäre 
eine Geschwindigkeit der ersten, zweiten, dritten und folgenden Geschwindig- 
keiten. ‘Was lälst sich aber bei einer Geschwindigkeit der Geschwindigkeit, oder 
bei Geschwindigkeiten der Geschwindigkeiten denken? — — Das giebt ja nichts, 
als entweder Ausdrücke ohne Bedeutung, oder nachgeahmte Formen der Diffe- 
venzial- Rechnung, wie denn hier die Fluxionen aller Grade nichts anders, als 
wirkliche Differenziale sind, man mag auch sagen wasi man will. 


Sollte die Fluxionsrechnung eben so klar als fest begründet seyn : so mufste 
sie, indem sie bei der Vergleichung veränderlicher Gröfsen die Stelle der Fluen- 
, 
ten von Fluxionen vertreten läfst, unbedingt nachweisen : 


31. dafs: die Vergleichung, zweier Geschwindigkeiten unfehlbar auf das Verhält- 
nifs. oder die; Beschaffenheit zweier Bewegungen schliefsen lasse, so dafs 
man aus jenen erkennen kann, ob ..diese gleichförmig oder ungleichförmig, 
und: in welchem Maafse sie es sind; 


2. dafs jede Art der Bewegung, sowohl die gleichförmige als auch die mannich- 
faltig ungleichförmige, ihrer zugehörigen Geschwindigkeit ein ganz eigen- 
thümliches Merkmal «aufdrücke , -bei dessen Wahrnehmung man- sogleich 
inne werden müls, vom welcher Art der Bewegung die Geschwindigkeit 
herrühre, 


Angenommen, dafs die Beschaffenheit verschiedenartiger Bewegungen, ver- 
mittelst ihrer eigenthümlichen Geschwindigkeit (wenn es eine solche giebt) 
grade so unfehlbar erkannt werden könnte, wie das Verhalten schwerer Kör- 
per vermittelst ihres eigenthümlichen Gewichts: so würde es doch nur Eine 
Ordnung (Rang) von Fluxionen, die alleinigen ersten nämlich, aber folgende 
zehn bis eilf Gattungen von Fluenten geben, zu welchen die vorhandenen Ar- 
ten von Bewegung durchaus berechtigen : 

I. den Fluenten des ganz gleichförmigen oder nach dem einfachsten Gesetze 
erfolgenden Wachsthums (Schwindens) einer veränderlichen Gröfse; 

II. den Fluenten des, gleichförmig beschleunigten Wachsthums; 

III. den Fluenten der ‚gleichförmig verzögerten Veränderung; 

IV. den Fluenten der ungleichförmig beschleunigten; 

V. den der ungleichförmig verzögerten Zu- oder Abnahme; 

VI. den Fluenten einer regelmäfsig wechselnden Zu- und Abnahme, in 


irgend einer ununterbrochenen Zeit; 
vH. den Fluenten der unregelmäfsigen Veränderung, wo eine Gröfse ohne an- 


gebliche Regel bald zu- bald abnimmt; 
VII. den Fluenten einer ganz unregelmäfsig beschleunigten $ 
IX. den einer ganz unregelmäfsig verzögerten Veränderung; 
X. den Fluenten einer solchen Gröfßse, die einen ganz unregelmälsigen 
Wechsel der Zu- und Abnahme in einerlei Zeit unterworfen ist. 
XL Endlich würde noch hieher gehören der Fluent einer solchen Gröfse, wel- 
che sich nach Art einer wiederkehrenden Reihe ändert. 


N 


Wollte nun C. Mac Laurin einerseits alle hieraus nothwendig entstehenden 
Fluxionen oder Exponenten veränderlicher Verhältnisse aufzählen, und ande- 
rerseits die Möglichkeit nachweisen, wie diese Exponenten der Verhältnisse, 
die er selber noch für veränderlich hielt, gemessen werden können: so mulste 
er nicht nur von den allgemeinsten Axiomen der Gröfsenlehre ausgehen, sondern 
auch lichtvollere Gesetze zur Vergleichung und Messung veränderlieher Gröfsen 
überhaupt mittheilen, als in seiner Theorie der Fluxionen vorhanden sind. 
Wenn man im Allgemeinen je zwei der obigen Fluenten zu einem Verhält- 
nisse verbindet, um in den entstehenden Fluxionen das Maals dieser Verhält- 
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nisse zu erhalten: so sind schon =55 Grundformen *j oder allgemeine 


Typen der, ersten Fluxionen nt, blofs um; alle Flpenten in Gestalt 
von veränderlichen Gröfsen mit beständigen. Fxponenten der Potenz, 


hältnisse zu bringen, und ihre Verhältnifs - Exponenten zu erhalten, 


in Ver- 


Man mufs 
sich hier hüten, die Grundidee der Fluxionsrechnung, n nach ‚dem Mechanismus 


des Differenzial- Kalkuls. zu ermessen, und die Flux xion je zweier der obigen 
Fluenten mit der Fluxion je zwei anderer Für einerlei zu halten. So ‚lange man 
diese aaee der Tluxionsrechnung ohne Rücksicht auf den Differenzial- Kal- 
kul betrachtet, und die Frage, ob beide Rechnungsarten einerlei sind, als ganz 
unentschieden ansieht, können unmöglich Differenziale und Fluxionen einerlei 
und gleichzählig seyn.‘ Die letzteren : ‚sind veränderliche  Expönenten ‘veränder- 
licher Verhältnisse. So hat sie wenigstens diese maclaurinsche Fluxionen- Theorie 
in ihrer ersten Bedeutung dargestellt. Hienach. ist. also , Flux. (x v) ganz 
etwas anders, als Flux. (x: y) und diese wieder etwas anders, als Flux. (x: 2), 
wenn nicht v, Y, X gleichartig wachsende oder abnehmende Gröfsen sind. Hier- 
‚auf gründet | sich die obige Anzahl von, 55 Fluxionen, die man algebraische nen- 
nen könnte. Eben so viele kommen heraus von den Logarithmen, : und dop- 
pelt so viele, wenn jeder yon den obigen Fluenten der Exponent der Potenz 
einer beständigen oder unbeständigen Gröfse ist.  _Berücksichtigt, man. ferner, 
dafs jede Art von Fluenten wenigstens in drei trigonometrischen Gestalten, -als 
Bogen, Sinus und Cosinus (von welchen letztern die übrigen. trigonometrischen 
Functionen abhängig sind) erscheinen kann, so lassen, sich hier 165 verschie- 
dene Exponenten veränderlicher Verhältnisse aufzählen. : Dazu kommen endlich 
noch alle Verhältnisse zwischen algebraischen und logarithmischen, zwischen 
diesen und exponentialen Fluenten u. s. w., so dals ein ohngefährer Ueberschlag 
aller möglichen ersten Fluxionen eine Anzahl von mehr als tausend giebt. Wo 
ist aber diese Menge allgemeiner Typen der ersten Vergleichung verschiedener 
Fluenten? Aane wie hat die sie erzeugende Idee eine so geringe Anzahl ver- 
statten können? — — und warum mufsten die Fluxionen zu einem ersten, 


zweiten, dritten etc. Range gehören? — — Allen diesen Fragen weicht die ge- 


*) Mag immerhin diese Zahl nur als beiläufig angesehen werden; ihr Zweck ist, denkenden 
Lesern Veranlassung zu eigenen Untersuchungen über diesen Gegenstand zu geben, 
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genwärtige Theorie durch folgenden Kunstgriff aus. Es wird von dem Gesetze 
der Classihication der Fluxionen nach den Bewegungsformen keine Kenntnifs 
genommen, sondern anstatt der zweierlei Grölsen: Fluent und Fluxion, 
die sich der- Aehnlichkeit wegen, wie die veränderliche, Gröfse selbst und ihr 
Differenzial, schon hinreichend gegenseitig bestimmen sollten, noch: eine 
dritte Art eingeführt, nämlich das positive oder negative Increment, als 
Maafs der Fluxion. Die Richtigkeit dieser Sache ist schon durch die obige De- 
finition einer Fluxion verbürgt. Es giebt also in dieser Fluxionen - Theorie 
drei Termini, von denen der zweite, die Fluxion, blofs ein vermittelnder, 
gleichsam ein Ableiter des Mefsbaren von den Fluenten auf das Increment ist. 
Auf diesem Wege kommen die leibnitzischen Incremente und Differenziale in die 
maclaurinsche Fluxions-Rechnung, welche sich dabei wenigstens einer eigen- 
thümlichen Redensart bedient: „the Fluxion of the magnitude N shall be mea- 
„sured by the quantity (Increment or Decrement) Q.“ Doch ist es merkwür- 
dig, dafs der Ausdruck Fluxion im weitern Verlauf dieser Theorie S. 579 u. ff. 
mit dem Ausdruck Differenzial wieder gleichbedeutend wird; und noch. 
‚weit merkwürdiger, dafs die Differenzial-Formeln hier weder durch synthetische 
noch durch analytische Schlüsse, sondern der Reihe nach aus einer freien 
Einbildungskraft, als blofs hypothetische Sätze hervorgehen und einen 
apogogischen Beweis hinter sich haben. Sonderbar genug, dafs bei dieser Ent- 
wickelung allgemeiner Ausdrücke, der synthetische Weg und die direeten Be- 
weise fast ganz vernachlässigt worden sind, ‚obgleich Axiome und Theorenie 


genug dazu vorhanden waren. IR " 
$. -IO. 


Die vier Axiome der maclaurinschen Fluxions- Rechnung lauten- so: 
I. Wenn zweierlei Bewegungen, eine beschleunigte und eine gleichförmige, 
\ in einerlei Zeit vollendet werden: so ist der erstere durchlaufene Raum 
gröfser, als der letztere. 

I. In einerlei Zeit führt die beschleunigte Bewegung einen Körper durch ei- 
nen kleinern Raum, als die durch dieselbe Beschleunigung hervorgebrachte 
gleichförmige Endgeschwindigkeit (z. B. gt? < t. ogt). : 

II. Ein mit verzögerter Bewegung zurückgelegter Weg ist kleiner, als ein 
anderer, welcher in derselben Zeit würde zurückgelegt worden seyn, wenn 

E 
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die Bewegung nicht verzögert sondern vom Anfange gleichförmig gewesen 
wäre. ; 

IV. Ieder vermittelst einer verzögerten Bewegung beschriebene Raum ist 
gröfser, als ein anderer, welcher in eben der Zeit mit der am Ende der 
Zögerung noch übrig bleibenden Geschwindigkeit gleichförmig durchlaufen 
werden kann. E l 


Abgesehen von der Unbestimmtheit des Ausdrucks im ersten Axiom, wo 
einerlei Geschwindigkeit im Anfange der Bewegung eine nothwendige 
Bedingung ist, gilt von allen überhaupt die Bemerkung, dafs sie keine Axiome 
im euklidischen Sinne sind. Denn sie.erfodern Beweise, und können auch 
durch eigentliche, mathematische Grundsätze bewiesen werden, z. B. durch den 
ganz allgemeinen: Ungleiches zu Gleichem addirt bringt Ungleiches hervor u. 
s. w. Das zweite maclaurinsche Axiom. setzt, sogar Fluxions -Rechnung voraus, 
um sich einen ‚bestimmten Begriff von Endgeschwindigkeit zu verschaffen. 
Also wird hier die Fluxions- Rechnung durch Fluxions-Rechnung begründet. 
Ein oflenbarer Zirkel! Aus dieser Mangelhaftigkeit der Axiome läfst sich leicht 
ein Schlufs auf die von ihnen abhängigen Theoreme machen.. Es darf hiebei 
nicht unbemerkt bleiben, dafs sie nur die vorläufigen Axiome und Theoreme 
sind. ‚Denn im weitern Verfolg dieser Darstellung stöfst man hin und wieder 
unvermuthet auf Sätze, welche als Ergänzungs- Axiome und Ergänzungs-Theo- 
reme angesehen werden müssen. Beispiele finden ‚sich im Kap. 8. S. 199 bei 
den Fluxionen krummer Oberflächen, wie auch S. 597, 598; ferner Kap. 12. 
S: 413, wo bei der Vergleichung des Differenzial-Kalkuls und der Fluxions- 
Rechnung behauptet wird, die in jenem vernachlässigten unendlich kleinen Glie- 
der seien einerlei mit demjenigen, was die Fluxionsmethode bei der Beschleuni- 
gung und Zögerung einer Bewegung vernachlässige (also wird eingestanden, 
dafs die Fluxions -Rechnung gleichfalls etwas vernachlässigen mufs) doch werfe 
man. es- hier nicht als etwas Unendlich-RKleines weg, sondern weil sich 


schliefsen lasse, dafs es nicht durch: Bewegung erzeugt wor- 
“den Seye ; 


N 
' 


Ausser diesen gelegentlichen Finschiebseln ‘von Hülfs-Sätzen, trifft man 
auch einige nicht wenig befremdende Abän derungen von-Definitionen 
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an. Zufolge der obigen Erörterung ‘der Beziehung zweier Fluenten auf ihre 
Fluxion, und dieser auf das Increment oder: Decrement, als ihr Maafs, konnte 
bisher unter dem Ausdruck Fluxion nichts anders: verstanden werden, als das 
veränderliche Verhältnifs der veränderlichen Gröfsen,. welches durch die Dife- 
renż (den in der Zeiteinheit gewonnenen Zuwachs oder die ‚erlittene Vermin- 
derung) gemessen werden mufste. Hiemit stimmt sowohl die -erste Dehnition 
von einer Fluxion S. 57, als auch die bei allen Propositionen des- geometrischen 
Theils dieser Schrift übliche Redensart: „the Fluxion shall be measured.“ 
Aber in dem algebraischen Theile, mit welchem das zweite Buch S. 575 anhebt, 
wird S: 579 für gut befunden, die Fluxion selbst als das Maafs des Ver- 
hältnisses anzusehen, in welchem veränderliche Gröfsen zu- oder abnehmen. 
Es heifst im $. 701: „By the Aluxions of quantities we shall now understand 
„any measures of their respective rates of increase or decrease, while’ they 
„vary (or flow) together.“ Die Veranlassung zu dieser Abänderung gab die Be- 
trachtung, dafs der newtonsche Begriff einer: Fluxion, wie er $. $. 10 und 11 
aufgenommen ‚worden sey, 'sich mehr für geometrische Gröfsen, die doch 
eigentlich durch Bewegung (z. B. die Körper durch Umdrehung der Curven u. 
s. w.) entstanden sind, als für abstract betrachtete Gröfsen, oder für algebrai- 
sche allgemeine Zeichen zu schicken scheine. Aus diesem Grunde habe man im 
ersten Buch: die geometrischen Fluxionen zuerst ‚aufgeführt, und- von ihnen 
geometrische Beweise gegeben, die doch mehr, als die algebraischen- Rechnun- 
gen (computations) genügten. Denn die Evidenz dieser algebraischen Methode 
sey in Anspruch genommen worden, und man habe in Betreff der hier gebrauch- 
ten Zahlengröfsen, Einwürfe gemacht, als ob sie vielleicht dienen möchten, 
` Mängel in den Principien und Demonstrationen dieser Rechnungsart zu bemän- 
‘teln. (Gegen die maclaurinsche geometrische Methode könnte man diese 
Klage führen.) Indessen lasse die Dunkelheit in der Algebra sich eben sowohl, 
als in der Geometrie verscheuchen. So habe der Gebrauch der negativen Zei- 
chen zuweilen den Verdacht veranlalst, als hätten sie keinen haltbaren Grund. 
Inzwischen wären die negativen Zeichen blofs von der Lage der Linien gegen- 
einander abhängig. Unter andern sey ıt—ı und ı1—r—.ı eine eingebil- 
dete Gröfse; aber ihre Summe = 2. Es müsse sich demnach im Kalkul oft et- 
was ereignen, wo die eingebildeten Grölsen auf eine Weise comp ensirt wer- 
E2 
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den, die nicht immer so leicht in die Augen falle. (Diese eingebildete Co m- 
pensation, bezieht sich auf die vernachlässigten Theile der Differenzen,‘ und 
wird auch in der lagrangeschen Theorie der analytischen Functionen: vorausge- 
setzt.) Die Regeln für diese algebraische Fluxions-Rechnung sollen aus $. 
99- S. 126 (wo die Rede von Fluxionen grader Linien und rechtwinkeliger 
Parallelogramme ist) abgeleitet werden. Einige -algebraische Gröfsen wachsen, 
oder nehmen so ab, dafs ihre Differenzen gleich, andere aber so, dafs die 
letztern ungleich sind. (Das ist ja der reine Differenzial- Kalkul!) Man habe 
hier keine Veranlassung, die Grölsen als durch Bewegung entstanden zu be- 
trachten, und ihre Geschwindigkeit zu untersuchen , oder gar auf die new- 
tonschen ersten und letzten Verhältnisse Rücksicht zu nehmen. Zwar 
könne man sich die Gröfsen als Linien vorstellen; aber es scheine doch auch 
nicht nöthig zu seyn sich solcher. Hülfsmittel zu bedienen, wiewohl die geome- 
trische Behandlung der Gröfsen vieles für sich habe. Denn wenn eine Gröfse 
A um die Differenz a zu- oder abnehme, so müsse 24 die Differenz sa geben, 
‚also offenbar in einem gröfsern Maafse als Æ verändert werden, und zwar in 


dem Verhältnisse:e : 1. Ferner wenn m und n beständig seyn sollen, so müsse 


zr a ; 71} F ° FREE: = 
—A um die Differenz —a gröfser oder kleiner werden : folglich in einem 
nr n r 4 


. 


. m . . s . am 
soviel gröfsern oder kleinern Maafse, als in dem Verhältnisse = ie das erste 


Glied gröfser oder kleiner ist, als das zweite. Dies scheine sehr leicht begreif- 
lich zu seyn, ohne dafs man seine Zuflucht zu andern Betrachtungen nehme, 
als zu dem Verhältnisse der Differenzen, um welche die Größen wach- 
sen oder schwinden (d. h. zu dem Grundbegriff der Differenzial- Rechnung.) 
Um also in diesem algebraischen Theile (der maclaurinschen Schrift) die häufige 
Wiederholung der Figuren-Formeln_ (figurative expressions) möglichst zu ver- 
meiden, so wolle man sich bemühen, die oben im $. 11 und $. 15 gegebenen 
Definitionen und Axiome mit andern zu vertauschen, die eine weit 
allgemeinere Bedeutung ħätten, jedoch mit jenen sich sehr gut vertrügen, da 
sie durch dieselben am 'besten erläutert werden könnten, so wie die Lehrsätze 


der Algebra gewöhnlich durch die Geometrie am besten ins Kläre gebracht 
würden (H) — — 
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So schwankend sind hier die ersten Grundbegriffe, Definitionen und Axiome, 
Auch wird es sich bald zeigen, was, für ein sonderbarer Gebrauch sowohl von 
den Bewegungs-als Differenzen-Axiomen in Hinsicht der apogogischen Beweise 


gemacht wird, 
5: 17; 


Im Kap. 3, welches von der Quadratur krummliniger Inanren handelt, 
heifst die Propos. IV. S. 132: wenn die Fluxion der Grundlinie (Abscisse) 4D, 
Fig. ı. durch DG vorgestellt wird, so ist das Parallelogramm DE. DG: (das 
leibnitzische yx) genau das Maals von der Fluxion der Fläche 4DEF. 

Der weitschweifige Beweis, bei welchem vorausgesetzt wird, dafs x den 
‚Flächenraum DE . DG = EG bezeichne, lautet, wenn er etwas. lichtvoller 
geordnet wird, im Ganzen folgendermafsen : | 


A. Im Allgemeinen. 
Es ist I. x > BDEC, aber auch 
x < DGHE: folglich 
I. x = EG,.und diese Gröfse das Maafs von der Fluxion der 
Fläche 4DEF. 
B. Besonderer Beweis von L 

1.) Die Fläche 4PM nimmt unterdessen, dafs der Punct P nach D hin 
eine gleichförmige Bewegung hat, wegen des Wachsthums ihrer Ordimaten 
mit beschleunigter Bewegung zu (d. h. in gleichen Zeiten kommen immer 
gröfsere und grölsere Incremente zum Vorschein, a länger jeđe folgende Ordi- 
nate wird.) 

2.) Denkt man sich die gleichförmige Bewegung wie RN 
durch die ungleichförmige (d h. wie zu einer Beschleunigungs -Höhe gehö- 
rig): so mufs der beschriebene Raum x > BDEC seyn ; zufolge des zweiten 
Axioms. 

3.) Denkt man sich wieder neben der gleichförmigen Bewegung von P 
eine beschleunigte (d. h. von gleicher Dauer und anfänglicher Gesehwindig- 
keit): so ist der beschriebene Raum x (als der exstern EEE wie 
DGHE (als der letztern angehörig), nach Axiom I. 

4.) Folglich ‚ist das Maafs der Fluxion oder w, einmal- gröfser PN BDEC, 
und das anderemal kleiner. als DGHE. 
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C. Besonderer Beweis von II. 
= Es mufs eben darum x = EG seyn. Wo nicht, so nehme man folgende 
Gegensätze a und ß an: 


a.) Es sey x > EG und in demselben Verhältnisse DR > DE, so dafs 


1) er EG=DR: DE ist. Man setze zugleich x = DRLG. 

2.) Wenn nun LR die Curve in N schneidet, und DE#NQ ist: so hat man 
GR : ỌR = DG DQ: 

5.) Aber da sich nach $. 16. die mit gleichförmiger Bewegung beschrie- 
benen Räume (d: h, wenn sie als.Linien, Parallelogramme oder Parallelepipeda 
gedacht werden dürfen) verhalten, wie die Zeiten, während welcher sie ent- 
stehen: so müfste OR, nachdem P in D EN ist, in derselben Zeit be- 
schrieben werden, in welcher P die Linie DO durchläuft, und zwar so, dafs 
OR sich, als Parallelogramm, mit gleichförmiger Bewegung bildet. 

4.) Dagegen wird unterdessen, dafs P die Linie DO durchläuft, die Fläche 
DENO mit bes chleunigter Bewegung erzeugt. Also ist DENO > OR, nach 
Axiom I. f 

5.) Es mufs aber auch, wegen x = DRLG und x > EG , in demselben Ver- 
hältnisse, in welchem GR > EG ist, ỌR > EQ, und eben darum gröfser als 
DENO seyn. 

6.) Nach 4 und 5 wäre nun DE! NO > OR und zugleich OR> DENO, wel- 
ches,einen Widerspruch enthält. 

7.) Da also die, Voraussetzung x > EG auf einen Widerspruch führt, so 
mufs sie falsch seyn: folglich ist x nicht grölser als EG. 


B.) Sollte- dagegen x < EG..seyn.:. so mag auch. in demselben Verhältnifse 
Dr < DE und &:EG=Dr : DE angenommen werden. 

1.) Wenn im # DrlG =x die verlängerte rl die Curve in n schneidet und 
ng} DE ist, so muls Gr: igr = DG: : Dq seyn. 

2.) Hieraus folgt, dafs der Raum gr vermittelst derjenigen Bewegung, mit 
welcher"die Fläche wächst, so lange gleichförmig erzeugt wird, bis Pin D 
anlangt, in welcher Zeit P' die Linie Dg ebenfalls gleichförmig beschreibt. 

:5.) Aber während P die‘Linie qD beschrieb, ehe es nach D kam, wurde 
der Raum qnED durch eine beschleunigte Bewegung erzeugt. 
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4.) Dieser: Raum qnED inun mufste, zufolge. des zweiten, Axioms,, ‚kleiner 


seyn, als ein anderer, den. die Bewegung, mit. welcher die. Fläche sich verän- 
derte (flowed) gegeben ‚haben würde, wenn sie. gleichförmig fortgedauert hätte, 
nachdem P in .D angelangt. war: ' 

5.) Es müfste daher nach 4 der Raum gr> > seyn, welches unge- 
reimt ist. 

6. Då nun x weder gröfser noch kleiner seyn kann, als das Parallelogramm 


EG: so ist dieses das Maafs von der Fluxion der Fläche 4PMF. 


y ] 

Dieser Beweis gehört zu den elegantesten im ganzen ersten Buch der ma- 
claurinschen. Schrift. ‚Er ist hier in, Begleitung seiner Fig. 26. Tab. IV. fast 
wörtlich, wenigstens ganz treu wiedergegeben, und seine Verflechtung nur des- 
wegen durch Abtheilungen und Unterabtheilungen etwas ‚entfaltet worden, um 
die Vordersätze, Zwischensätze und Schlufssätze in den Syllogismen von einan- 
der:zu sondern, und um so leichter auf den Ort zurückweisen zu können, wo- 
hin die folgenden: Anmerkungen besonders zielen. 


1. Anmerkung. Der obige Satz ist, wie jeder leicht sehen mufßs, eine 
blofse hypothetische Voraussetzung, die weder synthetisch noch analy- 
tisch mit früheren schon sicher gestellten Lehrsätzen der Fluxions- Theorie in 
unmittelbaren Zusammenhang gebracht werden kann. Daher mufs der indirecte 
Beweis lediglich von den (wandelbaren) maclaurinschen Axiomen hergeholt wer- 
den. Er konnte natürlich keine andere Gestalt erhalten, als die unter A I. und 
U. befindliche. Richtig ist unter B 1.) der Vordersatz, dafs durch ein gleich- 
förmiges Wachsthum der Grundlinie' 4P, ein beschleunigtes der immer. breiter 
werdenden Fläche 4PMF hervorgebracht wird. Aber bei den Zwischensätzen 
2 und 3 mufs man sogleich fragen, "mit welchem Recht sie sich zwischen ı und 
4 eindrängen können. In ı. sind zweierlei Bewegungen gleichzeitig, nämlich 
eine gleichförmige des Puncts P, welche eine andere, die beschleunigte 
der Fläche 4PMF hervorbringt. Iene verhält sich daher zu dieser, wie die 
Ursache zur Wirkung, Nun kommt. der Zwischensatz e. In ihm, sind noch 
dieselben zweierlei Bewegungen, eine gleichförmige und eine beschleunigte. 
Aber plötzlich und ohne irgend einen angeblichen Grund, hat sich das Verhält- 
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nifs beider Bewegungen geändert, schon verhält sich die beschleunigte zu der 
gleichförmigen, wie die Ursache zur Wirkung. Woher dieser ‘plötzliche und 
unerklärliche Wechsel? — — Auf diese Frage läfst sich nicht antworten, wohl 
aber auf folgende: Warum denn dieser plötzliche und unerklärliche Wech- 
sel? —— Wenn die gleichförmige Bewegung des Puncis P betrachtet wird, 
als eine zu irgend einer Fallhöhe oder beschleunigter Bewegung gehörige gleich- 
förmige Endgeschwindigkeit : so mufs siernach. Verlauf der Zeit, in welcher P 
von B bis D fortrückt, noch eben so lange fortgesetzt, einen gröfsern Raum 
als BDEC beschreiben. Denn fürs Erste ist ja die nunmehrige eleichförmige 
Bewegung des Puncts P, als eines Erfolges vorhergegangener Beschleunigung, 
um so viel gröfser geworden, und fürs Andere ist auch das zweite Axiom da, 
welchem zufolge jeder mit beschleunigter Bewegung beschriebene Raum BDEC 
kleiner seyn muls, als ein anderer x, mit der zu dieser Beschleunigung gehöri- 
gen Endgeschwindigkeit beschriebene. Daher also x > BDEC. Hierauf tritt 
auch der Zwischensatz Num. 3. vor. Im ersten Zwischensatze, stand vom Puncte 
B bis D die beschleunigte Bewegung zur gieichförmigen, in dem Verhältnisse 
der Ursache zur Wirkung. Ueber den Punct D hinaus, zwischen D und G än- 
dert sich wieder die Scene. Die gleichförmige Bewegung tritt aus der Rolle der 
Endgeschwindigkeit heraus, und stellt nur noch eine gemeine von! der: beschleu- 
nigten unabhängige gleichförmige Geschwindigkeit vor. - Jedoch soll ‚sie in 
D der beschleunigten gleich seyn. Unter diesen Bedingungen erzeugt nun, wäh- 
rend einerlei Zeit, die gleichförmige Bewegung einen Raum: »,:der kleiner ist, 
"als der mit beschleunigter Bewegung beschriebene DGHE. Die Wahrheit hievon 
verbürgt das erste Axiom. So kommen wir denn, mit Hülfe dieser beiden 
Zwischensätze, zu dem Schluls-Satze B4, dafs x > BDEC und x < DGHE ist. 

e. Anmerkung. Das willkührliche Gedankenspiel, welches in dem be- 
sondern Beweise von A I. herrscht, und mit der euklidischen Art indirecte Be- 
weise zu führen kaum etwas Aehnliches hat, findet sich: auch in dem besondern 
Beweise von ATI. wieder. Zugegeben die Voraussetzungen unter « ı und 2, so 
ist doch das Uebrige durchaus nicht strenge folgerecht. ‚Es verhalten ‚sich die 
gleich hohen Parallelogramme GR und OR, geometrisch betrachtet, wie ihre 
Grundlinien DG und DO. Betrachtet man sie phoronomisch, so muß, 
nach a 3, QR gleichförmig beschrieben werden; weil der Punct P sich von 
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D nach Q eben so bewegt. -Dagegen hat das Trapezium DENỌ, nach a4, bei 
derselben: gleichförmigen Bewegung :des Puncts P, ein beschleunigtes Wachs- 
thum.: Daher wird hier geschlossen, es ist DENO > OR, und das erste Axiom 
zum Zeugen gerufen. Aber dieses unbestimmt und schwankend ausgedrückte 
Axiom (vergl. $. 10.) giebt hier offenbar ein falsches Zeugnifs. Die Behauptung 
DENQ > OR, ist geometrisch betrachtet offenbarer Unsinn; weil der Theil 
gröfser seyn mülste, als das Ganze. Eben dieser Widerspruch würde sich offen- 
baren, wenn das erste Axiom den benöthigten Zusatz erhält, dafs die Geschwin- 
digkeiten im Anfange der verschiedenen Bewegungen gleich grofs seyn müssen, 
Da diese Bedingung hier nicht Statt findet, sondern die gleichförmige Bewegung 
in demselben Maafse gröfser ist, als die beschleunigte, in welchem die Höhe 
DR die Höhe DE übertrifft: so kann gar wohl der durch gleichförmiges Wachs- 
‘thum erzeugte Raum OR gröfser seyn, als der durch beschleunigtes Wachsthum 
entstandene DENO. Wäre dies in der maclaurinschen Philosophie berücksich- 
tigt worden, so hätte noch das eben so wächöge als einleuchtende Axiom auf- 
genommen werden müssen : 
Von zwei Geschwindigkeiten , einer gleichförmigen und einer beschleu- 
nigten, können in gleichen Zeiten gleiche Räume beschrieben werden, 
wenn die erstere im Anfange schon verhältnifsmäfsig gröfser ist, als die 
letztere. Auch kann der vermittelst jener beschriebene Raum gröfser seyn, 
als der vermittelst dieser beschriebene, wenn der anfängliche Unterschied 
. der Geschwindigkeiten unverhältnifsmäfsig grofs war. 

Bei der Anwendung dieses Axioms hätte die phoronomische Vergleichung 
der den Gröfsen OR und DENP, mit der geometrischen völlig übereinstim- 
men müfsen, und es wäre kein Satz DEN® > OR zum Vorschein gekommen, 
der sich hergeben mufste, um einen benöthigten Widerspruch zu erkünsteln. 
Der Beweis fährt nun unter ag so fort: es muß aber, wegen © = DRLG und 
x > EG, das Parallelogramm OR in demselben Verhältnisse gröfser seyn als 
das Parallelogramm EQ, in welchem GR das Rectangel EG übertrifft. Folglich 
ist QR > DENO. Diese letztere Behauptung ist ganz richtig, aber die vorher- 
gehende DENQ > OR grundlos. Daher kann der Schlufs unter a 6 u. 7 durch- 
aus nicht Statt finden, und es entsteht aus der Voraussetzung x > EG kein 
Widerspruch. 

F 
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3. Anmerkung. Der ganze Beweis «hinkt nun schon, und kann auch 
nicht einmal auf den Fall für gültig anerkannt ‚werden, dafs an den Schlufs- 
folgen unter £ sich nichts auszusetzen fände. Die aufmerksamere ‚Prüfung be- 
gegnet aber auch hier denselben logischen Fehlern, die schon im Vorhergehen- 
den gerügt worden sind. Es ist x < EG und x: EG = Dr: DE angenommen 
worden. Auch soll nach ß 1, «= DrIG seyn, welches Œ igr = DG:Dg giebt. 
Die gleichförmige Bewegung des Puncts P durch‘ qI, erzeugt das Parallelogramm 
qr so, dafs es gleichförmig wächst, also einen Sleichförmig beschriebenen 
Raum darstellt. Im Gegentheil ist qnED in derselben Zeit, vermittelst einer 
beschleunigten Bewegung entstanden. Nun sollte man hier schliefsen, es 
müsse nothwendig, wegen.des Verhältnisses der anfänglichen Geschwindigkei- 
ten = ngang = 1:1 ‚gr < qgnED seyn. So will es aber die maclaurinsche Lö- 
gik nicht; denn dieser ist es hier um einen Widerspruch zu thun, welchen 
gr < qnED nicht geben würde. Daher muls die gemeine gleichförmige 
Bewegung für gr, sich unvermerkt in eine gleichförmige Endgeschwin- 
digkeit des beschleunigten Wachsthums von gnED verwandeln, und gegen die 
Natur der Sache dann erst anfangen, wenn P in D angelangt ist. letzt 
kann das zweite Axiom den Raum gr für gröfser als qnED erklären, Das ist 
aber, heifst es im Beweise, eine Ungereimtheit; und da diese aus der Voraus- 
setzung & < EG entstanden ist, so kann die letztere- nur falsch seyn, und es 
darf daher x weder kleiner noch gröfser als EG angenommen werden, welches 
das zu Erweisende war.— —. -Man sieht aber ganz klar ein, dafs die beiden 
Widersprüche, die auf den entgegengesetzten Voraussetzungen x > EG und 
x < EG beruhen sollen, blofs erkünstelt sind. Wenn daher auch der Be- 
weis bis B 4 richtig wäre, so würde doch nur folgen, dafs <> BDEC und 

æ < DGHE sey, und das Maafs der Fluxion zwischen zwei Gränzen falle, übri- 
; gens nicht schärfer bestimmt werden‘könne. Aber da oben schon gezeigt wor- 
den ist, dafs die Zwischensätze Ba und z nichts weiter als leere Gedankenspiele 
und logische Inconsequenzen' sind: so fällt der ganze Beweis übern Häufen, 
und der Satz, dafs DE ..DG das. Maafs der Fluxion der von einer krummen 
Linie begränzten Fläche PMF sey, ist und bleibt eine unerwiesene Hypothese. | 

4, Anmerkung. Man mag nun einen Beweis im ersten Buch der maclau- 
xinschen Schrift durchgehen, welchen man will: überall zeigt: sich: derselbe 
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höchst willkührliche und logisch‘ unerlaubte Gebrauch der vier Bewegungs- 
Axiome, welche dienstfertig genug sind, :benöthigte Widersprüche zum Behuf 
der apogogischen Beweise hervorzubringen, wenn nur der Beweisführer die Ge- 
schicklichkeit hat, in Hinsicht der gleichförmigen und ungleichförmigen Bewe- 


ung Dreierlei in Acht zu nehmen : 
gung 


1. beide als gleichzeitig aber von einander unabhängig zu betrachten, in wel- 
chem Fall nach Axiom I. ohne Ausnahme die erstere einen kleinern, die 


letztere einen grölsern Raum giebt; 


2. die gleichförmige Bewegung anzusehen als ein Erzeugnifs der Beschleuni- 
gung, also abhängig von einer vorausgegangenen beschleunigten Bewegung, 
wo die erstere nach Axiom II. ohne Ausnahme einen gröfsern Raum als die 


letztere in derselben Zeit beschreiben mufs; 


5. diese beiden Bewegungen, bei der verzögerten Erzeugung begränzter Räume, 
wieder in das schickliche Verhältnifs zu setzen, das heifst, sie entweder als 
von einander unabhängig und gleichzeitig oder als von einander abhängig 
und auf einander folgend zu betrachten, wo denn im erstern Fall das 
Axiom III., im letztern das Axiom IV. den Ausspruch thun kann. 


Um diesen willkührlichen Wechsel der gegenseitigen Beziehung einer Bewe- 
sung auf die andere zu verstecken, war nichts zweckdienlicher, als die grofse 
Menge von Hülfslinien in den Figuren, wie denn hier in der abgezeichneten 
a6sten, ausser der Ordinate PM nicht weniger, als acht solcher Linien zu zäh- 
len sind, wo zu gleichem Behuf die Differenzial-Rechnung nur eine einzige nö- 
thig hat, und gleichwohl die Richtigkeit ihres Differenzials yöx auf das bün- 


digste darthun kann. 


$.. 12. ; 

Die Anwendung der maclaurinschen Differenzen-Axiome zeichnet sich 
nicht vortheilhafter aus. Im Buch 2. Kap. 1., wo $. 702 u. ff. von beständigen 
und veränderlichen Differenzen geredet worden ist, lautet der erste Satz 
$. 707 also: 

Die Fluxion von 4 in der ersten Potenz ne A) pia a : so mufs die 


Fluxion von A-Quadrat 2a seyn, 
ED 


> 44 EAO ai 


Beweish 
Man setze die aufeinander folgenden Werthe der Wurzel einmal £—u, 
dann A, ferner A +u: so.wird der, entsprechende Werth der Quadrate seyn 
AA— oAut+uu; AA und AA+eAu+uu. Demnäch kann die Fluxion von 14 
nicht gröfser, als e Au + uu, aber auch nicht kleiner, als o Au— uuseyn; weil 
die veränderliche Gröfse um 2Au +/uu oder um 2 Au — uu wächst, 


Dies vorausgesetzt und eingeräumt, dafs die Fluxion von A=a sey, so 
ist die von A4=2Aa; denn 


4 

1.) man denke 'sich die Fluxion gröfser, als 24a, und im Verhältnisse wie 
2A4+0:2A4, folglich jene = aAa + oa; nehme zugleich an, u sey ein Increment 
von A, kleiner als die Gröfse 0: so würde die Fluxion von 44 seyn müssen . 
2Au+ou> 2Au+ uu; gegen $. 704, welchem zufolge die Fluxion nicht grölser 
seyn darf, als 2 Au +/juu. Da nun dieses einen Widerspruch enthält, so folgt 
unter der obigen Voraussetzung Flux. 4=a, dafs die Fluxion von 44 nicht 
gröfser seyn kann, als 24a. 

2.) Sollte sie kleiner seyn, als 24a, so mag; sie im Verhältnisse e/—0:24 
kleiner, also = 24a — oa genommen werden. Hieraus folgt, weil a:u= 2Aa 
— oa : 2 du — ou, welches letztere kleiner als 2 Au -— uu (wegen u < o} ist, dafs 
wenn man die Fluxion von Z=u setzt, die Fluxion von AA < oÅu — uu 
wird; gegen $. 704. Daher mufs, wenn die Fluxion von 7=a seyn soll, die 
Fluxion von AA = 2Aa seyn. 


Es mag zugegeben werden, dafs im $. 704 erwiesen worden sey, die Fluxion 
von AA dürfe nicht auf der einen Seite das Maals eÄAu + uu und auf deran- 
dern 2 Au— uu überschreiten, Denn wenn man in der hier angenommenen 
Reihe (4— u)? +(A)? + (A+ u)? jedes vorhergehende Glied vom nachfol- 
genden abzieht : so kommen die ersten Differenzen ou — uù und 2u + uu 
zum Vorschein, mit welchen die ersten Fluxionen (Differenziale) mehrentheils 
einerlei sind. Aber dessen ungeachtet fällt die Nichtigkeit des Beweises in die 
Augen, sobald auf das hier ganz vernachlässigte Verhältnifs Rücksicht genom- 
men, wird, in welchem @ mit u stehen kann. Es sind folgende drei Fälle 
gedenkbar: Na 


I a= u also auch a < o. l 
14 Die Fluxion von 4A darf nicht gröfser, als 24u + uu, folglich nicht 
Flux. 44=2Au+ou > aAu+uud.i. 
ou} ou > 2Aa 4 aa seyn. 
2. Im Gegentheil darf sie nicht kleiner, als 4u — uu und eben darum nicht 
Flux. A4 = 2Au — ou < osu — uu d.i. 
; 2dAu — ou < 2 Aa — da werden. 
Hieraus folgt nichts weniger, als Flux. 44 = 2Aa,' sondern man'kommt 
zu der Voraussetzung zurück, dafs oa Faa und 244 — aa die Gränzen sind, 


zwischen welchen sie liegen mufs. 


I. a <u, folglich um so mehr a < o. 
1. Flux. 44=2Aut+oa> 24u Fuu giebt hier durch Verwechselung des 
a mit u den Ausdruck ou + uu > ofa + aa nach welchem 24a + aa selbst 
die Fluxion von 44 seyn kann, indem es mit der Voraussetzung übereinstimmt. 
a. Anstatt Flux. 44 = 2Au — ou < 2 Au— uu läfst sich hier Folgendes 


schliefsen : > 
oÅ — u < 2Å — a 


mio weg 
wo nun odu — uu = oda — aa Statt finden wird, sobald man 
(A—u): (24 — a) =a : u annimmt. Es wird also’ der Satz unter ı nicht 
umgestolsen, weil hier Satz 2 nicht gegen die Voraussetzung streitet. 
IH. a > = 2 
1. Flux. AA = 2Au + ou > 2Au + uu giebt auch 
ofa + aa > ofu + uu. 

Aber es kann hieraus blofs der Schluls gezogen werden, dafs æ nicht gröfser 
als u seyn müsse, wenn kein Widerspruch mit der Voraussetzung Statt finden 
soll. Dagegen folgt 

2. aus Flux. 44 = 240 — ou < 24u — uu nicht nothwendig 

2da — aa < adu — uu; weil 
24 — a <ad — u 


a a i 


——— 
eda — aa = odu — uu 


geben kann, wenn (24 — a) : (a4 — u) =u: aist: 
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Auf diesem Wege läfst sich also durchaus nicht. erweisen, dafs Flux. 


44A=2Aa, sondern höchstens, dafs = nicht gröfser als u seyn müsse, um 
Flux. 44 innerhalb der Gränzen 24a + aa und 2da— aa zu behalten. Nun 
können aber zwischen diese Gränzen unzählig viele Glieder eingeschaltet werden, 
und es ist gar keine Nothwendigkeit vorhanden, dafs 24a das einzige seyn 
müsse. Noch weniger leuchtet es ein, dafs aus den vorhergehenden Gegensätzen 
der Schlufs gezogen werden könne, es müsse Flux. 44 = 24a seyn, weil Flux, 
A=aist. Denn-dazu würde der Satz erfodert werden, dafs 
41:24A4A = Flux. 4: Flux. 44 
sey. “Dieser läfst sich aber aus der maclaurinschen Argumentation auf keine 
Weise herleiten. Hiemit fällt nun der ganze obige Beweis weg, und die gegen- 
wärtige Fluxionstheorie mufs entweder einen bessern aufstellen, oder den’ uner- 
wiesenen Satz aufgeben. 
$. 13: 

So ungenügend jede unbefangene Kritik die vorhergehenden maclaurinschen 
Beweise finden- muß, wenn sie gehörig zergliedert werden, eben so unbefrie- 
digend sind auch alle übrigen, sie mögen sich- auf: die Bewegungs- oder Diffe- 
renzen-Axiome gründen. Sehr selten findet. sich einmal eine eigentlich analyti- 
sche Entwickelung. einer: Fluxion, wie unter andern im $. 708, wo jedoch 
$. 707. zum Grunde liegt. "Die allermeisten Beweise stehen, wie ihre Sätze, von 
einander unabhängig da, und sind oft, ‚wegen ihrer übel gerathenen apogogi- 
schen Form, sehr dürftig. Ein solcher kommt bei der wichtigen Lehre von den 
Fluxionen der Logarithmen im $.. 719 vor, zu welchem ‘der vorhergehende Ab- 
satz 718 eine sehr leere Vorbereitung ist. Auch aus vielen andern Stellen z. B. 
im'$. 721, 722,733, 734,. 735, 736 ‘wird man ‚sich vollkommen. überzeugen, 
dafs der Verfasser durch seine ‚eben so wenig synthetische als analytische son- 
dern blofs hypothetische Methode, keinen Differenzial- und Integral- Kalkul be- 
gründet oder nur einmal verständlich ‘gemacht haben würde, wenn nicht schon 
ein vollendeter Kalkul dieser Art vorhanden gewesen wäre. Denn abgesehen 
von dem zweiten Buch dieser maclaurinschen Schrift, welches eine blofse Nach- 
ahnung der Differenzial-Rechnung ist, ‘giebt die hier aufgestellte Grundidee der 
Fluxionsrechnung nicht einmal ein Mittel an die Hand, veränderliche Gröfsen 
auf die Weise mit einander zu‘vergleichen, dafs stehende (nicht mehr unbestän- 
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dige) Verhältnisse zum Vorschein kommen.: Es ist nämlich die Meinung, dafs 
alle veränderlichen ; Verhältnisse isich- auf ein Verhältnißs ı »ı zürückbringen, 
oder durch dieses’ messen lassen. ` Eine Vorstellung, welche hier von 'der new- 
tonschen Methode der ersten und letzten Verhältnisse entlehnt und S. 420 ff. 
weitläuftig genung auseinander gesetzt worden ist. Was sich dagegen einwen- 
den läfst, .!wird im nächsten Abschnitt folgen. Der gegenwärtige darf, beim 
Rückblick auf die vorhergehenden Untersuchungen, ‚mit der Bemerkung: schlies- 
sen, dafs diese so vielfältig gerühmte‘maclaurinsche Schrift ‚ein milslungener 
Versuch ist, den Differenzial-Kalkul besser zu begründen, als es der Erfinder 
selbst gleich anfangs gethan. hat. 


‚Dritter A-b:siehndtt, 


Prüfung der newtonschen Methode der ersten und letzten Verhältnisse 
(Methodus rationum primarum et ultimarum) als angebliche Grundlage der 


Fluxions-Rechnung. 

T- RS e e £ À 
Die Methode der ersten und letzten Verhältnisse, welche der Verfasser der 
mathematischen Principien der Naturphilosophie, im ersten Buch dieser berühm- 
ten Schrift, als die vermeinte Grundlage der Fluxions- Rechnung aufbewahrt hat, 
steht mit dem Vorhergehenden in einer zw nahen Verbindung, und ist wenig- 
stens in mathematisch geschichtlicher Hinsicht zu wichtig, als dafs sie bier mit 
Stillschweigen übergangen werden könnte. Der ganze Abschnitt, in welchem 
diese newtonsche Methode auseinander gesetzt wird, enthält eilf Lehnsätze 

(Lemmata) und einige Zusätze. An der Spitze steht folgende Hypothese: 
„Gröfsen und Gröfsen - Verhältnisse, welche während irgend einer endlichen 
Zeit. das beharrliche Bestreben äussern, einander gleich zu werden, und vor 
Ablauf der Zeit ihrer Gleichheit bereits näher. gekommen. sind, als -dafs 
noch ein gegebener Unterschied Statt findet, müssen zuletzt ‚ganz gleich 
seyn (d.h. sich wie ı x r verhalten)“ 
Der Beweis ist sehr kurz und lautet: 
„Wo nicht, so mögen sie zuleizt einander ungleich werden, und den Un- 


3 


terschied D geben; dann würden ‘sie sich’ aber der Gleichheit nur bis auf 
den Unterschied D nähern können , welches gegen die Voraussetzung streitet.“ 
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Doch ungeachtet der Kürze und scheinbaren Bündigkeit dieses Beweises, 
fehlt ihm alle ‚Gültigkeit; weil hier Voraussetzung und ‚zu@serweisender Satz 
Eins ist... «Es gehört eben keine grofse syllogistische Fertigkeit dazu, dies letz- 
tere sogleich zu entdecken ; denn man fasse den Satz nur kürzer, welches er 
leidet, weil der Zusatz „und vor Ablauf der Zeit etc.“ wegfallen oder in eine 
Parenthese eingeschlossen werden kann. In dieser "Gestalt lautet er nun also: 

„ununterbrochen gleich werdende Gröfsen, müssen nach Verlauf einer end- 

lichen Zeit wirklich-gleich geworden seyn.“ 

Kurzer Beweis: „Wo nicht, so mögen sie zuletzt nicht gleich geworden seyn. 
Dann wäre aber der Satz falsch.“ In der That, es kann keine andere Schluß- 
folge zum Vorschein kommen, und es ist entweder das Lemma unrichtig, oder 
sein geführter Beweis nicht mathematisch. Hätte der berühmte Verfasser diesen 
Abschnitt in: seinen Principien gegen alle Einwürfe sicher stellen wollen: so 
mulste die Allgemeingültigkeit seines ersten Lehnsatzes, von welchem alle nach- 
folgenden abhängig sind, bis zur höchsten Evidenz erwiesen werden. Dies 
hätte geschehen müfsen durch eine. vollständige Darlegung der Unmöglich- 
keit, dafs annähernde Gröfsen am Ende der ihnen zugemessenen Zeit noch von 
einander verschieden seyn können. Aber eine solche Darlegung für alle nur ge- 
denkbaren Fälle, ‘war selbst etwas Unmögliches. Denn wie will z.B. die Gleich- 
"heit im letzten Augenblick auch da Statt finden, wo die Annäherung langsamer 
vor sich geht, als der Flufs der zugemessenen Zeit, oder umgekehrt? — — 
Nur folgende Gegensätze liessen sich nicht abläugnen : 

1.) Es ist möglich, dafs zwei sich einander beständig nähernde Gröfsen, am 

Ende irgend einer Zeit ganz gleich ‘werden können; aber 

2.) es ist auch möglich, dals die Zeit früher abläuft, als jene Gleichheit ein- 

treten kann. i 
Oder um dem obigen Lemma‘ nicht alle Haltbarkeit zu nehmen, hätte die Be- 
dingung vorausgeschickt werden müssen, dafs der Augenblick der eintretenden 
Gleichheit das Ende der'zu bestimmenden Zeit seyn solle. Angenommen, dafs 
diese Deutung den in dem Satze liegenden Sinn treffe, und Niemand einwenden 
könne, er müsse nun eigentlich heissen : „beständig annähernde Gröfsen bedür- 
fen einer gewissen Zeit, um völlig gleich zu werden,“ so hat zwar das Lemma 
in so fern gewonnen, aber sein Beweis bleibt ungenügend. Ueberdem 
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3.) ist es möglich, dafs Gröfsen‘, die sich ‘eine endliche Zeit hindurch nähern 
und für einen Augenblick gleich'werden, über diesen hinaus wieder in’ den 
Zustand der Ungleichheit zürücktreten. 

Es giebt unzählige Fälle, wo dieser Wechsel hothwendig ist, sobald ver- 
schiedene Gröfsen in verschiedenem Maalse wachsen "oder abnehmen. 
Wenn z- B. in-folgenden Reihen, wox= 5y, und "jedes Paar untereinander 
stehender Glieder gleichzeitig seyn mag, 

wur, OFF EFF EFE ara ana. 
yıyt Yet yrr y s 

die Größe x = 2 gesetzt wird, œ so «sind: beide eine Zeit lang: sich nähernden 
Gröfsen in der fünften Zeiteinheit gleich ;. aber in den darauf folgenden Zeitthei- 
len ‚gehen sie wieder in den Zustand; einer, immer‘ mehr:zunehmenden Ungleich- 
heit über. Dies findet Statt, man mag die Reihen als: steigend oder fallend be- 
trachten. Es würde daher dem newtonschen Lemma keinen Vortheil ‘gewähren, 
es blofs auf solche Grölsen einzuschränken, -die beständig kleiner. werden, : also 
ein: Paar fallende. Reihen bilden. Eben: so wenig kann es ihm zuträglich seyn, 
dem dort gebrauchten Ausdruck „constanter (tendunt)“ die Bedeutung ùn auf- 
hörlich beizulegen; denn, eine Annäherung, welche ohne Aufhören fortdauern 
soll, kann niemals den Zustand der Gleichheit, oder des Verhältnisses ı : ı er- 
reichen. Es ist also gewifs der Meinung des berühmten Verfassers gemäfs, den 
obigen Lehnsatz blofs auf endliche Zeitabschnitte zu beziehen. Wer 
sich daher bei mathematischen Betrachtungen nicht gar zu sehr an, geometrische 
Figuren und ihre Schranken bindet, der, wird eben so wenig behaupten, dafs 
alle eine Zeit lang sich nähernden veränderlichen Grölsen irgend einmal wirk- 
lich. gleich werden müssen, als dafs ‘sie zuletzt auch in diesem Zustande be- » 
harren, und sich eben deshalb messen lassen. Wie viele neben einander laufende 
Reihen lassen sich machen, die. niemals zwei gleich grolse Glieder verstatten; 
ja wie viele Fälle kommen bei der veränderlichen Bewegung der Körper vor, 
wo zwar eine anfängliche Annäherung der Geschwindigkeiten Statt findet, aber 
ein Zustand der Gleichheit auch nicht ‘einmal für einen einzigen Augenblick 
möglich ist. Eine Allgemeingültigkeit dieses newtonschen Satzes läfst sich also 
gar nicht erweisen. Eben so wenig giebt er ein "Mittel an die Hand, überall 
veränderliche Grölsen zu messen; weil das Verhältnifs ı : 1, wenn es auch zu- 
E ne 
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weilen für einzelne Augenblicke. ‘erscheint, doch schlechterdin gs nicht als.ein 
Durchschnitts-Verhältnifs (einer mittlern Proportional - Grölse ähnlich) 
angesehen werden darf, welches die Stelle aller übrigen vor :und nach ihm vor- 


handenen Verhältnisse der veränderlichen Gröfse vertreten könnte. 
Der zweite newtonsche Lehnsatz heifst; „Stehen auf 4E Fig. 2., der Abscisse 


einer Curve, mehrere Parallelogramme von gleichen Grundlinien‘ 4B, BC, CD 
jedoch ungleichen Höhen Bb, Cc, Dd...... und werden von den kleinern Paralle- 


logrammen aKbl, bLem, cMdn..... ergänzt: so hat unter der Bedingung, dafs 
man ins Unendliche die Breite der erstern vermindert und ihre Anzahl vermehrt, 
der eingeschlossene Raum 4KbLcMdD, so wie der umschliefsende AalbmendoE 
in Vergleichung mit der Figur AabedE, das Verhältniß ı : 2.“ 

Beweis: „Denn die Differenz der eingeschlossenen und einschliefßsenden 
gradelinigen Figur, ist die Summe der Parallelogramme Kl, Lm, Mn, Do, folg- 
lich einerlei mit dem Parallelogramm 4Bla (weil nämlich jede Grundlinie DE 
= dM = cL = bK = AB und die Summe aller Höhen Dd + cM +DL + 4K = Aa 
ist.) Da nun die Breite ZB unaufhörlich' vermindert wird : so mufs sie kleiner, 
als irgend eine gegebene werden. Daher ist, zufolge des’ ersten Satzes, die 
Gleichheit der‘ eingeschlossenen mit der einschliefsenden gradelinigen und der 
krummlinigen Figur zuletzt unausbleiblich.‘* 


Da der erste Satz nicht strenge erwiesen worden ist, aber dem gegsenwärti- 
gen. zur Stütze dienen soll: so kann der Beweis dieses letztern keinesweges für 
vollgültig angesehen werden. Ueberdem ist hier der zweideutige Ausdruck „un- 
endlich“ gebraucht wörden, welcher das Lemma selbst schwankend macht. In- 
dessen wenn man auch hievon wegsieht, so erfüllt es seine Bestimmung doch 
nicht. Man sieht leicht ein, dafs sein ganzer Zuschnitt auf eine geometrische 
Raumerschöpfung berechnet ist, vermittelst ‚welcher zwischen drei Figuren ein 
Verhältnifs ı :ı erlangt werden soll. Dazu wird eine unendliche Menge unend- 
lich kleiner Theile der Grundlinie ZE erfodert. Nun denke man sich 4B = == O, 
und eben: dadurch: das. Perpendikel Bb. = 4a. geworden :: so :hat zwar der Unter- 
schied, der drei eingebildeten. Figuren, 4BbH, ABba und ABla aufgehört. Wenn 
aber: ein: folgendes Parallelogramm dieser. Art entstehen, und sich unmittelbar an 
das vorhergehende anschliefsen soll: _ so muls. es mit diesem die Seite Bl = 4a 


5I 
gemein haben, deren Endpunct Z an oder auf dem Puncte a in der Curve liegt; 
weil sonst weder das innere : Parallelogramm dem äussern, noch auch’ der von 
beiden gedeckte Theil der krummlinigen Figur jedem von ihnen gleich seyn 
könnte. Daräus folgt nothwendig, dafs die Höhe des zweiten unendlich kleinen 
Parallelogramms auch = Bl seyn mufs. Nun kommt, wegen BI= Ff, der Punct 
f ebenfalls in die Curve zu liegen : also mufs das dritte unendlich kleine 
Parallelogramm grade so hoch seyn, wie die beiden vorhergehenden. Um eben 
der Gründe willen ist man genöthigt, den unendlich vielsten unendlich kleinen 
Parallelogramm noch ‘dieselbe Höhe da= h zu geben. Dadurch werden dann 
unendlich viele gleich hohe Parallelogramme aneinander gehäuft. - Soll nun die 
unendliche Menge ihrer Grundlinien die Gröfse 4E = g erschöpfen : so ist die 
Summe aller auf diesem Wege geometrischer Construction ‚erhaltenen Parallelo- 
grammchen, einem Parallelogramm gh, nicht aber der krummlinigen Figur 
AabedE gleich. Es geht hieraus hervor dafs diese Raumerschöpfung sich blofs 
für Parallelogramme schicke, wo sie inzwischen gar nicht nöthig ist. Der zwei- 
deutige Begriff des Unendlichen, der es allenfalls gut heifst, dafs es mit dem- 
Verhältnisse ı :ı zwischen den dreierlei Figuren, die hier.in Betrachtung kom- 
men, so genau nicht genommen werde, verstattet allerdings noch die 
Ausflucht, dafs jedes nach dem ersten folgende unendlich kleine Parallelogramm 
um einen unendlich kleinen Theil niedriger gedacht wird, als das vorhergehende. 
Das würde aber unendlich kleine Sprünge oder. Lücken im Zusammenhangerder 
erschöpfenden Raunıtheile geben- Denn man lasse z. B. Cm unmittelbar an: Bb 
heranrücken : so bleibt zwischen den Puncten b und c eine Lücke BbhcC auszu- 
füllen. Soll sie gänzlich verschwinden, so mufs der Punct c mit b zusaimmen- 
fallen, welches dem Vorhergehenden zufolge nicht zum, Ziel führt. . Sie kann 
also nicht gänzlich verschwinden; weil sonst die Abstufung der erschöpfen- 
den Theile wegfällt. Nun aber sind unvermeidlich ‘so viele Lücken da, dafs 
ihre Anzahl der Anzahl aller Abstufungen gleich, das heifst unendlich grofs: 
ist. Folglich mufs die Summe der Lücken, der Summe aller ohne Continuität 
oder vereinzelt liegenden Erschöpfungstheile durchaus gleich seyn; und nun ist 
grade soviel Mangel, als raumerfüllender Vorrath verhanden. Das heist aber, 
die krummlinige Figur ist nicht erschöpft, und man darf eben. daher nicht 
den Schlufs machen: es verhalte sich die Summe der unendlich vielen in Gedan- 
; G2 
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ken gebildeten Parallelogramme zur Fläche der krummlinigen Figur, wie Eins 
zu Eins. Weit angemessener würde .es gewesen seyn, dië letztere in Trapezien 
zu zerlegen, hierauf aus der Natur der begränzenden Curve zü bestimmen , wäs 
für eine Reihe diese immer grölser werdenden Theile bilden, und endlich die 
Reihe selbst zu summiren. 

Das dritte Lemma ist ein blofser Zusatz zu dem vorigen, und es wird von 
demselben Tadel getroffen. Das vierte behauptet die Gleichheit zweier krumm- 
liniger Figuren unter der. Bedingung, dafs in beide zwei gleiche unendliche 
Reihen unendlich kleiner Parallelogramme beschrieben werden können. Aber 
wodurch soll man sich von der Gleichheit solcher Reihen überzeugen? Etwa 
durch die Gleichheit der Grundlinien und gröfsten Höhen? Wenn auch die letz- 
tern gleich sind, so können doch die kleinern Höhen sehr verschieden seyn. 
Was für einen Ueberzeugungsgrund von der Einerleiheit solcher Reihen giebt es 
noch, ausser der Einerleiheit der Gleichungen für die begränzenden Curven? 
Aber sind diese Gleichungen, wie die Parameter, Ordinaten- Winkel-und Abscis- 
Fra dieselben : so wird schon an“ sich niemand an der: Congruenz der Figuren 
zweifeln. Dagegen läfst:'sich für- keinen andern .Fall, mit Beiseitesetzung des 
mechanischen Messens, aus blofsen Vernunftgründen über die Frage entschei- 
den, ob die Reihe der Ordinaten, ‘oder unendlich kleinen Parallelogramme in 
zwei Figuren, deren Gleichungen noch nicht bekannt sind, dieselbe seyn möge. 
Denn in zwei verschiedenen Curven, wo die eine die andere durchschneidet, 
können ein Paar Abscissen mit ihren zugehörigen Ordinaten gleich seyn; aber 
dessen ungeachtet findet keine Gleichheit der Ordinaten-Reihen Statt: Auf alle 
diese Fragen hat das vierte Lemma keine Rücksicht genommen ; daher ist es 
sehr unfruchtbar. 

Die nächstfolgenden fünf Lehnsätze gehören in die Geometrie, und sind zu 
Principien einer allgemeinen Rechnung mit veränderlichen Gröfsen gar nicht 
geeignet. Eben das gilt ven dem zehnten und eilften Lemma, von denen jenes 
auf die reine Bewegungs-Lehre, dieses auf die Krümmung der Curven Bezug 
hat. Am Ende des Abschnitts folgen»noch einige nähere Bestimmungen: über 
die Bedeutung der letzten Verhältnisse, die von einigen späteren mathematischen 
Schriftstellern fast bis zum Ueberflusse wiederholt worden sind: Man soll die 
letzten. Verhältnisse nicht in demjenigen: Zustande nehmen, wenn abnehmende 


53 


Gröfsen schon verschwunden sind, sondern in dem unmittelbar vorhergehenden. , 
So sey das letzte Verhältnis zweier Geschwindigkeiten dasjenige, mit welchem 
sie an dem Ort ihres Verschwindens anlangen. Aber es entsteht wieder die 
Frage, welches ist dieses Verhältnifs? — — wie läfst es sich auffangen und 
messen? — — oder aus welchen gegebenen Bedingungen veränderlicher Grös- 
sen läfst es sich logisch richtig ableiten? — — ‚Gesetzt es wäre möglich, das 
Verhältnifs des vorletzten Augenblicks unter der Menge aller vorübereilenden 
ganz verschiedenen Verhältnisse zu fassen und fest zu halten : so läfst sich aus 
dem vorliegenden Abschnitte der mathematischen Principien der Naturwissen- 
schaft doch keinesweges einsehen, wie hievon die Mefskunde veränderlicher 
Gröfsen überhaupt abhänge, oder worin eigentlich die Causalität zwischen dem 


Verhältnisse ı : ı und allen vorhandenen Fluxions-Formeln liege. 


9. 1% 

Um die Möglichkeit noch näher zu untersuchen, ob das Verhältnifs 1: ı 
bei allen veränderlichen Gröfsen ohne Ausnahme Statt finden, und als allge- 
meines Verhältnifs-Maafs gebraucht werden könne, müssen wir uns über 
die engen Gränzen geometrischer Figuren erheben, und die veränderlichen Grös- 
sen unter einer allgemeinen Form betrachten. Was eine veränderliche Gröfse 
nur immer seyn möge, ein geometrisch begränzter Raum, eine bewegende Kraft, 
eine Geschwindigkeit, ein Widerstand, eine Beschleunigung, eine Zögerung u. 
s. w., sie läfst sich jederzeit als eine Reihe, z. B: als eine arithmetische Reihe 
vom, ersten , zweiten, dritten oder nten Range darstellen. So bilden alle Flä- 
chenräume gradeliniger geometrischer Figuren arithmetische Reihen vom ersten, 
die kubischen Räume der Pyramide, des Kegels, der Halbkugel, solche Reihen 
vom zweiten, wiederum die Fallhöhen und zugehörigen Geschwindiekeiten bei 
der gleichförmigen Beschleunigung i im freien Mittel, ähnliche Reihen vom ersten 
Range. Daher kann man die Natur veränderlicher Gröfsen, in Hinsicht ihrer 
Verhältnisse und ihrer Mefsbarkeit bestimmen, wenn man irgend einige ihnen 
entsprechende Reihen -untersucht. So oft diese ze einander verglichen, zwischen 
einem Paar gleichzeitiger oder einerlei Zahl des Index zugehöriger Glieder das 
Verhältnifs +: ı verstatten : so oft ist die Möglichkeit vorhanden, dafs die durch 
jene bezeichneten Gröfsen für irgend einen Augenblick gleich werden können. 


BER... DE 


Wo im Gegentheil das Verhältnifs zweier gleichzeitiger Glieder nicht = 1: ı 
werden kann, da mufs auch alle Gleichheit veränderlicher Gröfsen gänzlich weg- 
fallen. Es wird sich nun zeigen, dafs unter den unzähligen Fällen, in welchen 
veränderliche Gröfsen zu vergleichen sind, äusserst wenige vorkommen, wo man 


zu dem Verhältnisse ı:ı gelangen kann. 


1.) Denkt man sich ein Paar veränderliche Gröfsen so beschaffen, dafs die 
eine am Anfange einer endlichen Zeit n (des Index der Glieder) = x, die andere 
dagegen am Ende derselben Zeit = x, und das Gesetz ihrer Veränderung mit 
der Form einer arithmetischen Reihe vom ersten Range einerlei ist: so kann 
unter den kleinstmöglichen mefsbaren Zeittheilen (wie sie die Gröfse zu ihren 
momentanen Veränderungen erfodert) deren Summe = n ist, einer = p angege- 
ben werden, in welchem beide Gröfsen sich wie ı : ı verhalten. Denn es sey 
das Increment der einen wie das Decrement der andern = d: so hat man die 


zunchmende im ersten Augenblick = x — (n—1) d, die abnehmende= x, und 


nach p Zeiteinheiten ist jene = x — (n—1) d+ (p—1)d; diese hingegen 

= x —(p—ı)d. Beide, Ausdrücke zu einer Gleichung verbunden, geben 
nt+ı za = $ 

P=—' Wäre z. B. n=7ı, so käme p=36, das heifst, nach 55 verflos- 


senen Zeiteinheiten werden beide Gröfsen für einen Augenblich gleich. Man 
sieht aber, dafs n eine ungerade Zahl seyn muls, wenn p eine ganze Zahl blei- 
ben’ soll. Daher findet, bei der Vergleichung dieser Art veränderlicher Gröfsen, 
das Verhältnils 1 ; ı keinesweges unbedingt Statt; vielmehr lassen sich nach 
Maalsgabe der graden und ungraden Zahlen, eben so viele Fälle nachweisen, in 
denen es ausbleibt, als in denen es eintritt. Ueberdem Jälst sich keinesweges 
beweisen , dafs die Zwischenverhältnisse, welche nicht 1:1 sind, durch das 
einzige 1:1 mitgemessen werden; denn man kann doch unmöglich 
wıxcH d — nd = x — d : x + 8d — nd = x — od : x + 3d — nd = x — zd :o+4d 
— nd = 1 : 1 annehmen. Das Verhältnifs ı :ı giebt daher schlechterdings nicht 
einen Maafsstab an die Hand, vermittelst dessen alle während der ganzen Dauer 
der Veränderung vorübergehenden Verhältnisse gemessen werden könnten. Es 
ist eben darum völlig unfruchtbar, ja es füllt bei veränderlichen Gröfsen dieser 
Art ganz weg, wenn n = w gesetzt wird; weil nun das Grade und Ungrade 
nicht mehr Statt findet, und p gleichfalls unendlich grofs werden mufs, 
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0.) Werden zwei Gröfsen œ und y mit einander verglichen, von, denen die 
eine sich nach der Form einer arithmetischen Reihe vom ersten: Range, die an- 
dere dagegen wie eine geometrische Reihe verändert; so geben die jedesmal 
gleichzeitig vorhandenen Werthe von beiden dort den Ausdruek x + (n—ı)d, 
hier yq"=" oder yq'—”. Angenommen, dafs hier in irgend einem Augenblick 
ET 


x Sii į acad 
das Verhältnifs 1: ı Statt finden könne: E a z ser. 
Das giebt die Gleichung 


xi+ d Se 


y =1 — logn q+ ong FTE i = (logn g)? + —— = dogn m? 
Sa = 
en rå „es Ener 


aus welcher sich n ee Bia Würde; wenn hier die umgekehrte Methode 
der Reihen angewandt werden könnte. Dies geht aber darum nicht an, weil, 
wenn man der vorhergehenden Function von n die Form 4 + Bn+ Cn? + Dn? t..... 
geben wollte, das erste Glied 4 in dieser letztern selbst eine unendliche Reihe 
werden würde, nämlich 4 = 1 —log q +4 (log q)? — # (log q)? +73 (log q) — F... 
nachdem die in der ersten Function vorhandenen Binomien potenzirt, und die 
nicht mit n behafteten Glieder = 4 geseizt worden sind, Hier ist also die Mög- 
lichkeit, ob jemals ein Verhältnifs ı : ı Statt finden könne, ganz unerweislich. 
Zu eben dieser Ueberzeugung gelangt man durch die willkührliche Annahme der 
zweiten Gleichung x + (n—ı)d=yg'-". Wie ist es nun anzufangen, mufs 
gefragt werden, für die Fluxions-Rechnung in diesem und ähnlichen Fällen, 
welche sie doch nicht umgehen kann, das Verhäitnifs ı : 1, und für die Ver- 
gleichung der veränderlichen & und y eine Fluxions-Formel zu erhalten? — — 
Man darf mit der grölsten Sicherheit behaupten: es ist rein unmöglich. 


3.) Nur in demjenigen Fall ist das Verhältnifs ‘i:a für irgend einen Augen- 
blick vorhanden, wenn beide veränderliche Gröfsen æ und y sich zugleich nach 
dem Gesetze einer geometrischen Reihe verändern. Denn xg"-*= yp”—* giebt 


log px — log qy- 


. 


n = > 
: log p — log q 


Hier weils man also, dafs für einen einzigen Augenblick die beiden veränder- 
lichen x und y gleich werden, Aber in welchem Verhältnifs ihre übrigen ver- 
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gänglichen Werthe, die gleichzeitig vorhanden sind, stehen mögen, das läfst 
sich aus dem Verhältnisse ı : ı durchaus nicht folgern. 

4.) Eben das gilt von zwei veränderlichen Größen w und y, deren gleich- 
zeitige Glieder einerseits eine arithmetische Reihe vòm ersten, andererseits vom 
zweiten Range bilden. Es sey d das Increment von x, und für y das zweite 
Glied = y, das dritte = y’: so läfst sich irgend ein Zeitpunct n annehmen, 
in welchem 

x +(n—i)d= 4 [y ty" — ey) n? Hey — sy — sy n + byt 2y" — 6y] 
seyn muls, wenn anders 3 

By sy —ay mad arte y aa 
el ma ; yhy e 
$ Tr = 51 —3y u) ] 
syt oy —4y 


nicht eine unmögliche Gröfse wird. 


n = 


Auf diesem Wege lassen Sich alle Arten veränderlicher Grölsen im Allge- 
meinen mit einander vergleichen, und, Untersuchungen anstellen, ob man da- 
durch zu einem Verhältnisse 1: ı gelangen kann oder nicht. ' Aus dem Wenigen, 
was hier in dieser Hinsicht geschehen ist, läfst sich schon die Wahrheit fol- 
‚gender zwei Sätze klar genug einsehen: 

I. Einigen Fällen, wo das Verhältnifs ı ; ı Statt finden kann, stehen unzählig 
viele gegenüber, in welchen es entweder gradezu unmöglich, _ oder doch 
algebraisch unerweislich ist. R 

U. Das Verhältnifs ı : ı ist schlechterdings nicht ein stellvertretendes aller 
besondern Verhältnisse der gleichnamigen Glieder in zwei verschiedenen 
Reihen (Fluenten). 

Wenden wir diese Sätze zunächst auf die maclaurinschen oder newtonschen 
Fluenten an, sofern sie nach Maafsgabe der verschiedenartigen Bewegungen ein- 
getheilt werden müssen : so folgt 

a) die Nothwendigkeit, dafs man von jenen Fluenten je zwei combinato- 
risch mit einander verbinde, um zu wissen, ob die Vergleichung ein Verhältnifs 
1 :1 giebt oder nicht. Denn da jeder von den Fluenten im $. g. als eine beson- 
dere Reihe vom ersten, zweiten, oder dritten etc, Range, und diese wieder ent- 
weder als steigend oder fallend betrachtet werden mufs: so ist die Combina- 


tion zu Binionen unerlalslich, wenn man nicht aufs Ungewisse Fluxionen und 
Formen derselben hypothetisch annehmen will, wie es freilich in der ma- 
claurinschen Theorie überall geschehen ist. 

ß) Es folgt, wenn. anders die Fluxions- Theorie ihre räthselhafte Idee von 
der Mefsbarkeit veränderlicher Verhältnisse durch das Verhältnifs 1: ı g’gen alle 
Einwürfe rechtfertigen kann, dafs für je zwei Fluenten oder Reihen das Verhält- 
nifs ı:ı die Fluxion seyn müsse. Wenigstens mufs dies da zugegeben wer- 
den, wo die Finxion selbst das Maalfs eines veränderlichen Verhältnisses ist, 
wie im ganzen zweiten Buch der maclaurinschen Fluxions- Theorie. Hienach 
würde, mit Rücksicht auf Num. 1., die Fluxion der beiden Fluenten & und 


x —(n—ı)d oder x und y, nach gehörigem Umtausch des Increments d mit 


. . . . 1 . 3 . 
* und y, so wie des p mit „in folgender Gestalt erscheinen : 


Pr ee The z rie nr 
y Yi =i Pany 
oder nach. der er des Differenzial, Kalkuls > f 
(7) = 3 (s3n- — 1) 0x, 
PSR E: — ı) y 


Was für ein Unterschied ea hieraus hervor zwischen den auf die: räthsel- 


a BE 


hafte Fähigkeit des Verhältnisses ı : ı gegründeten Fluxions-Formeln, und den 
aus einer ganz andern Quelle entspringenden Differenzial-Formeln ! Sie sind 
freilich in beiden Rechnungsmethoden gleichlautend geworden; aber es- fragt 
sich : wie war das möglich, da sich hier gar kein Vereinigungs-Punct ausfindig - 
machen läfst ? — — — 

y) Es folgt weiter, dafs in a Fluxions- Theorie alle Fluxions- Formeln 
wegfallen müssen, wo die Vergleichung zweier Fluenten, als zweier verschie- 
denen Reihen, kein Verhältnifs ı : 1 verstattet, wie dies der Fall bei (x tix)” und 
(Y F ý) ist, wenn beide Fluenten 'x* und y” ganz von einander verschieden 
sind. Solchemnach könnte es auch keine Fluxions-Formel für die beiden Flu- 
enten x und y unter Num. 2. geben , deren ersterer eine arithmetische Reihe 
vom ersten Range, der andere aber eine geometrische Reihe bildet, also nach 
Maafsgabe der Differenzial- Rechnung (Abth. 2..Abschn. 1.) in der Gestalt a’ u. 


dgl. erscheinen mufs. Aber ‚anstatt in dem Register der Fluxions- -Rechnung zu, 
finden : 


es 
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F a x b . 
„The Fluxion Zr is wanting“ 
schreibt sie grade so wie die Differenzial- Rechnung 


£ a% — xay logn a , 
Flux. —y = an > rm nl nn 
ar a 


Woher nimmt sie denn diese Fluxion „. welche ihr, durch den Ausfall des 
Verhältnisses ı :ı hier ganz untersagt ist? Hat sie noch eine andere unbekannte 
Quelle, oder steht sie in diesem Fall mit sich selbst im Widerspruch? — — — 

ö) Es folgt ferner, dafs die Fluxions-Rechnung keine Fluxion für eine 
vereinzelte Function, wie x, x°, æy u. dgl. geben könnte; weil hier das Ver- 
hältnifs ı :ı fehlt. Denn um es zu erhalten, mufs eine solche vereinzelte Func- 
tion mit einer andern Gröfse in Beziehung gesetzt werden. Will sie hier ihre 
vereinzelten Functionen mit sich selbst in ein Verhältnifs bringen, z. B. x? Ko, 
so ist, wenn es ihr überhaupt nur auf das Verhältnifs ı : ı ankömmt, Flux. £? : 
Flux. x? eine mülsige ‚Spielerei, da sie ihr r : ı schon in dem x? : x? hat. 
Hienach würden alle Fluxionen vereinzelter Fluenten ganz unnütze algorithmi- 
sche Formen seyn. Auf welche Art läfst es sich nun rechtfertigen, dafs die 
Fluxions- Rechnung, wie die Differenzial- Rechnung ihre axx, xy+yx u. s. w. 
hat ? — — — 

e) Es folgt überdies, dafs die Fluxions- Rechnung so wenig einen einleuch- 
tenden Grund, als einen wesentlichen Nutzen von der Anwendung der Fluxio- 
nen zu arithmetischen Proportionen und algebraischen Gleichungen nachweisen 
kann. Denn fürs. Erste sind die Fluxionen unter der Form ı:ı keine Stell- 
vertreter der Verhältnisse aller übrigen Glieder in arithmetischen oder geome- 
trischen Reihen (d. h. Fluenten) : folglich werden die veränderlichen Gröfsen 
durch ihre Fluxionen blofs für einen einzigen Augenblick in eine gewisse Rela- 
tion gebracht, aus welcher sich aber auf die Relation der veränderlichen Grös- 
sen für die andern Zeittheile (Index- Zahlen) mit keiner logischen Bestimmtheit 
schliefsen läfst. Fürs Zweite, es folgt überhaupt gar nichts aus den Fluxio- 
nen unter der Form ı :ı was auf die aleorithmische Veränderung der ver- 
änderlichen. Gröfsen einen: gewissen Einfluls hätte. Denn man mache, wie 
sich dies mit Differenzialen thun läfst, entweder Fluxions-Proportionen z. B. 
v : Flux, (&y) z = Flux. (ey) d.1.9:(1: ı) EHE = ni 1) ‚ oder Fluxions- 


t 
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Gleichungen, 2. B. y Flux. (x)= Flux. (2) d i. y (111) = (1 + 1), so wird keine 
analytische Kunst vermögend seyn, irgend einen Ausdruck zu Stande zu brin- 
gen, welcher einen klaren Begriff geben könnte, einerseits von der algorithmi- 
schen Nützlichkeit der Fluxionen in dieser Gestalt, und andererseits von der 
Nothwendigkeit einer Rechnungs-Operation, welche der Integration ähnlich ist. 
Es bleibt also, aus diesem Gesichts-Puncte betrachtet, zwischen der 
Fluxions- Rechnung und dem Differenzial-Kalkul eine so grofse Kluft, dafs es 
nicht zu begreifen ist, wie beide Methoden. jemals haben zu einerlei Mecha- 
nismus der Operation gelangen können. Zwar ist es dem Differenzial- 
Kalkul nicht fremde, seine momentanen Incremente dx, &y, ôz etc. als unbe- 
stimmte Einheiten zu betrachten; aber in den mehresten Fällen sind diese 
nur ein combinatorischer Theil des ganzen Differenzials, in Hinsicht dessen es 
hier nie verstattet ist, dafs es unter der Form ı : r erscheine. 

2) Es folgt endlich aus diesen Betrachtungen über veränderliche Gröfsen und 
das Verhältnifs ı:ı nothwendig zweierlei: entweder Erstlich, der berühmte 
Verfässer der mathemat. Princip. der Naturwissenschaft hat blofs dieser 
Schrift, in welcher von der Fluxions -Rechnung kein Gebrauch gemacht wor- 
den ist, den ersten Abschnitt im ersten Buch zum Grunde gelegt, und die Me- 
thode der ersten und letzten Verhältnisse steht mit der Fluxions-Rechnung 
ausser aller Verbindung; oder fürs Zweite, wenn der berühmte Mann selbst 
irgendwo bestimmt erklärt hat, dafs seine Fluxions-Formeln von dem (unfrucht- 
baren) Verhältnisse ı : ı abstammen : soist diese Abstammung, vielleicht aus 


unbekannten Gründen, blofs vorgespiegelt. 


Vierter Abschnitt 


Prüfung der Theorie der Gränzverhältnisse als Grundlage 
der Differenzial- Rechnung, 


$. 16. 

Mit der Methode der ersten und letzten Verhältnisse ist die Theorie der 

Gränzen sehr nahe verwandt. Wie dort geht man auch hier darauf aus, verän- 

derliche Verhältnisse zu messen, welches ganz recht ist; weil grade das die 

Hauptaufgabe der Differenzial- Rechnung ausmacht. Aber beide weichen von dem 
H 2 
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eigentlichen Grundbegriffe der Differenzial- Rechnung ab. Indessen ist die Theo- 
rie der Gränzyerkältnisse mit vielem Beifall gekrönt, und von demi gröfsten 
Theile deutscher, früherhin auch französischer Mathematiker, als ein genügender 
Erklärungsgrund der leibnitzischen Differenzen-Methode angesehen worden. 
Man hat sich auch dieser letztern in so fern genähert, als die veränderlichen 
Gröfsen in der Gestalt einer Reihe vorgestellt worden sind, aber diese Reihe 
selbst nicht aus dem rechten Gesichtspuncte betrachtet; weil sie nur gedient hat, 
das sogenannte Differenzial-Verhältnifs zu bestimmen, auf welches doch 
in der That nicht so viel ankommt, als auf die Differenziale ` an sich, indem 
diese oft ausser aller Verhältnifs- Verbindung gebraucht werden müssen. Uebri- 
gens wird man sich in dieser Theorie vergebens umsehen nach einer genügenden 
Antwort auf die Frage, weshalb denn eigentlich das Differenzial- Verhältnifs 
ein so grofses Bedürfnifs für den Kalkul sey. Auch die Definition eines Gränz- 
verhältnisses giebt darüber keinen Aufschlufs. Es heifst: „die Gränze einer 
veränderlichen Gröfse kann entweder Null oder Unendlich seyn. Die Gränze 
eines Verhältnisses zweier veränderlicher Gröfsen ist dasjenige (Verhältnifs), 
welchem sich ihr veränderliches Verhältnifs inımer mehr nähert, je gröfser sie 
genommen werden, oder in einem andern Fall, je kleiner sie sind.“ *) An eine 
solche Definition, welche zugleich den Begriff der wesentlichen Beschaffenheit 
und des algorithmischen Zwecks in sich vereinigen sollte, scheint hier nicht 
gedacht worden zu seyn. Soviel ist wohl zu vermuthen, dafs das Gränzverhält- 
nifs ein stellvertretendes seyn soll. Aber anstatt die Möglichkeit nachzu- 
‚weisen, wie die ganze Reihe verschiedener Verhältnisse zwischen zwei verän- 
derlichen Gröfsen, in einem einzigen aufgefalst, und aus diesem ein Durch- 
schnitts-Verhältnifs oder etwas Aehnliches gemacht werden könne, begnügt man 
sich mit erläuternden Beispielen, um, wie es scheint, dieser wichtigen Frage 
durch einen Aufwand von Worten über einzelne besondere Fälle auszuwei- 
chen. Denn wenn z. B. ay — bx = c gesetzt, x als unaufhörlich wachsend an- 
BE, 


genommen, in der Gleichung Fü L das letzte Glied als unendlich 


klein weggeworfen und nun die Versicherung gegeben wird, es sey b:a@ das 
Gränz-Verhältnifs beider veränderlichen Größsen : so entsteht natürlich die Frage, 


*) Vergl. Klügels mathem. Wörterbuch. Art. Gränze, 


I An 


welchen Vortheil es denn gewähre, vorausgesetzt, dafs b:a=y:x nicht ein 
Irrthum sey.. Der ist es aber, wenn nicht unterdessen dafs x uhaufhörlich grös- 


Bess: 
ser wird, y in demselben’ Maafse wächst; ° weil ‘sonst P =o folgen würde, 


welches doch nicht gesucht wird. Wie oft man auch dieses auf die eigentlichen 
Lehrsätze der ‘Gränzen- Theorie vörbereitende: Beispiel:: von ‘einer andern Seite 
betrachten mag, es führt immer, auf einerlei Resultat, nämlich y = Tos das 
heifsta.a=w.b oder 4 = b. c 

$ 17. 

Um bei der nähern: Beleuchtung dieser Theorie der. Gränzen eine gewisse 
Ordnung zu beobachten, würde es nöthig seyn, ihre Erklärungen oder Defini- 
tionen vorangehen und hierauf die Lehrsätze folgen zu lassen. Aber jene sind 
ohne diese’ nicht verständlich: daher muls die Untersuchung in umgekehrter 
Ordnung vor sich gehen. 

“ı) Ein Lehrsatz. „Wenn in der Gleichung Œ+ a = y das x unendlich 
abnimmt, so ist alsdann æ die Gränze, welche man für y gebrauchen kann.“ *) 

Soll nach Verlauf irgend einer endlichen Zeit £ die Gröfse & zernichtet, und 
alsdenn o + a= y seyn: so mufs y unterdessen einen Theil = x verloren ha- 
ben. Läfst sich nun allgemein erweisen, dafs hiemit die Veränderung von y 
ihre Endschaft erreicht habe: 'so’'kann @ für y in Rechnung genommen, oder 
dies letztere als eine beständige Gröfse behandelt’ werden. Wenn aber die Ver- 
änderung von y, z. B. als abnehmende ‚Geschwindigkeit, Schwere, bewegende 
Kraft u. dgl. betrachtet, über den Zeitpunct £ noch fortdauert: so wird a > y, 
und kann in keinem einzigen der nachfolgenden Zeittheile mehr als Stellvertre- 
ter von y gebraucht werden. Nun lassen sich aber unzählige Fälle geben, wo 
die Veränderung der einen veränderlichen Gröfse mit der Vernichtung der andern 
nicht aufhört, Es ist. also der obige. Satz für den höhern Kalkul ganz- un- 
fruchtbar. 

2) Eine Aufgabe. „Es sey x eine Gröfse, die unendlich wächst, und 
man nehme y=a+bx: die Gränze zu finden, welcher sich y unendlich 3 nas 
hert.‘ - = 


t r - i ’ 
s 


*) Vergl. Fischer’s Grundrifs 5, gesammten reinen ‚höhern Mathematik. Leipz. 1807. 
Bd. 2., S. 177 uw fl 
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Auflösun g. Man dividire a+bx durch bæ, so kommt - =ı3r 
F, teu IE pna - RE bx 


Wenn nun x ohne Ende wächst, so ist. ı die Gränze, welcher sich >= ohne 


5 ; bx 
Ende nähert.“ 
Diese Schlufsfolge ist nur für 'eine:endliche Zeit = t wahr, nach deren 


Verlauf ix = geworden ist. Ueber diese hinaus wird Z < ı, und entfernt 
x 

sich von letzterem, anstatt sich ihm zu nähern.‘ Will man dies vermeiden, so 

mufs das Wachsthum von y dem von x unaufhörlich voreilen, damit nie- 


mals y < bx werde. Nun aber kann I die Gränze ı niemals erreichen: folg- 
lich auch diese niemals im Kalkul für jene veränderliche Gröfse gebraucht werden. 


3) Ein zweiter Lehrsatz. 


„Wenn y=axı + barmit cxħ—i—k + da®mick—t. ......,y> x und h der gröfste 
Exponent ist ; so kann in dem Ausdruck ; 


b 
satte 5 


KR. Kirk PEWEUBEZEZZE 


y 


der erste Theil e sich dem Werthe a unendlich nähern, wenn x% unendlich 
wächst und alles Uebrige constant bleibt.‘ | 
Soll hier die letzte Bedingung auch für y gelten, so mufs in irgend einem 


Augenblick x =y geworden,seyn, ‚und: weiterhin immer grölser werden. Eben 
darum läfst sich dann durch Umtausch der obige Ausdruck in . 


I b c d x 
y~ Ts kgr Fr yF + Paad 


verwandeln, wo der erste Theil der Gleichung, als eigentlicher Bruch, offenbar 
schon kleiner wie a > ı ist, mögen die nach diesem folgenden Glieder anch 


seyn was sie wollen. Dies ist nun keine Annäherung, sondern eine Entfernung 


der Gröfse I von a, welche desto gröfser wird, je mehr sich x dem Unend- 
lichen nähert. Will man aber auch y wachsen lassen, so muls es schlechterdings 
wie x unendlich grölser werden. Das. giebt denn die ganz unnütze Gleichung 
O= a9}, in welcher a und h= ı seyn müssen. A » 

4) Der Haupt-Lehrsatz. „Esseyy=*", so ist ĝy = 8 (x 4 0x)" = x” — x” 


na -ı n(n—ı) (n—.2 
+ nd + en yray + nompaz Kr—30x3 TEE Nun lasse 
s . . 3 š 3 


+ 
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man ôx unendlich kleiner werden, so nähert sich das. Differenzial-Verhältnifs 


ə 
fy: der Gröfse nx”— unendlich. Wird äber dx = 0, so hat man g = narms, also 
ax 


das Differenzial- Verhältnifs əy: xn g sr und ia Differenzial y—nKtmröne 


= . Abgesehen davon, dafs die Theorie der Gränz-Verhältnisse keinen Grund an- 
giebt, warum sie nun ‚den ersten. Zustand: y = x” von. dem zweiten y+ êy 
= (x+ əx)” zuvor abziehen müsse, um ein Gränz.- Verhältnifs finden zu können, 
da doch an diesen Abzug in den vorhergehenden Lehrsätzen nicht gedacht wor- 
den ist: so begeht sie gleichwohl bei dem Gebrauch ihres Factors. öx Fehler, 
welche theils die Gesetze des Kalkuls verletzen, theils Widersprüche in diesen 
letztern bringen. ' Denn fürs- Erste, wenn öx=o gesetzt und dy als unverän- 
derlich „angesehen wird, so entsteht der Ausdruck êy Soo ee , welcher 
dem Differenzial-Kalkul durchaus fremde ist. Fürs Zweite, verbindet sie den 
Factor ðx =o mit nx"-:, so wird ĝy = nx”—ðx =o, und sie erhält hieraus 
wieder l = nx"-" = o, welches ebenfalls ein Ausdruck ist, den die Differenzial- 
Rechnung nicht verstattet. Um diese beiden, in gleichem Grade unnützen Aus- 
drücke zu entfernen, müfste die Theorie der Gränz- Verhältnisse unwiderleglich 

a 
beweisen, dafs einerseits = nicht œ, und andererseits 2. > o sey.. Beides hat sie 
nicht gethan, und kann es auch nicht thun» daher ist ihr Haupt - Lehrsatz eben 


so nichtig 


g, als ihr durch denselben mit gar grolser Gemächlichkeit entwickeltes 


Differenzial. 
9. 18 

In Hinsicht der Erklärungen, ‚ Anmerkungen u. s: w. aus der Lehre von 
den Gränz- Verhältnissen wird. es genügen, blofs einige der vorzüglichsten her- 
zusetzen, so wie sie unter andern in Geo. Sim, Klügel’s mathematischem 
Wörterbuch unter der Ueberschrift Differenziale vorkommen. : 

r. Eine Erklärung (a. a..0. 8.809). „Differenziale sind die Glieder des 
Verhältnisses der Veränderungen zusammengehöriger Größsen, sofern: dieses Ver- 
hältnifs nicht von der Quantität, der. Veränderungen,, sondern blofs von. den ver- 
änderlichen. Gröfsen abhängt.“ 

Diese Erklärung wird noch folgendermafsen. erläutert : „Nämlich wenn, zwi- 
schen zwei Grölsen x, y irgend eine Relation. festgesetzt ist, und diese Grölsen 
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sich um Ax und Ay verändern, 'so' bleibt die Relation zwischen x + Ax und 

y + Ay dieselbe, wie zwischen x und y, und das Verhältnifs Ax: Ay hängt 

theils von dieser Relation, theils von der willkührlich zu bestimmenden Quan- 

tität der Veränderungen ab. Betrachtet man das Verhältnils der Veränderungen 
von x und y blofs in Rücksicht auf die Bestiomung durch die Relation. zwi- 
schen diesen Gröfsen,, so ist es ein Differenzial-Verhältnifs, und die Glieder: des- 
selben heilsen Differenziale.“ Um diese» etwas ’unverständliche Erläuterung sich 
mehr zu verständigen, sind noch folgende Zusätze nöthig. Die Theorie der 

Gränz - Verhältnisse will: 

a. man solle sich die durch ihre Incremente vefärdeneh Gröfsen x und y, 
noch in dem ersten Verhältnisse xry, also x:y=x+4Ax:y+AY geden- 
ken. Da.aber gesagt wird, die Quantität der. Veränderungen oder Incremente 
lasse ac willkührlich bestimmen : so würde die obige Foderung widersin- 
nig seyn, wenn nicht fortwährend Ay = Ar genommen werden sollte, in 
welchem Fall man jederzeit xy + yAx=xy+tyAx also eine richtige Glei- 
chung erhält. Allein das endliche Ayz=&Ax lasse sich im Kalkul nicht 
gebrauchen, daher müsse man ö 

8. das Verhältnifs x + Ax:yr Ay in Gedanken dem Verhältnisse x+o:y +o 
gleich setzen, jedoch für o und o die Zeichen (Symbole)'dx und y beibe- 
halten. Dadurch werde das Verhältnis x + &x.:y.+ &y.nicht, von. der ‚Grölse 
der 8x und. ðy, sondern, blofs von ‚dem. Stammverhältnisse x; y „abhängig, 
und in dieser Gestalt er es den Namen eines Differenzial- Verhält- 
nisses. ` 

y. Werden dann die ersten Zustände der. Grölsen von den zweiten abgezogen, 
so behalte man das eigentliche Differenzial-Verhältnils 8x : 8y 
übrig, dessen Glieder Differenziale genannt werden. 

5. Zwar seyen diese Glieder an sich Nullen oder Nichts; aber man müsse 
sich doch auch ein Etwas unter ihnen vorstellen, um die Relation x: y 
daran festhalten zu können. Freilich lasse sich nicht abläugnen, es sey 
unstatthaft,, sich die beiden Nullen so vorzustellen , als wenn das eine 
mehr Null wäre, wie das anders (a. a. O. S. 5153.); indessen gebe es doch 
(8. 814.) zwischen Etwas und Nichts noch etwas Drittes, nämlich den Be- 
griff verhältnifsmäfsiger Gröfsen. | 


05 See 


£. Um also darin keinen Widerspruch zu finden, dafs die Differenziale zugleich 
Nichts und doch noch Etwas seym;sollen, müsse man bei ihnen von aller 
Gröfse (Quantität).wegdenken, und’ blofs das Verhältnifs im Sinne 
behalten. — — Vielleicht so, wie. jemanden, welcher alles baare Vermö- 
gen verloren hat, doch noch das Verhältnifs des Thalers zum Groschen in 


x 


der Erinnerung bleibt. 


Man mag über diese Art zu philosophiren, welcher sich die Theorie der 
Gränz - Verhältnisse bedient, auch noch so glimpflich urtheilen ; dafs in ihr viel: 
Widersinniges liegt, läfst sich mit aller Mühe nicht abläugnen. Wenn z. B. die 
Differenziale Nullen sind, so ist ihr Verhältnifs ein Verhältnifs von Nichts zu 
Nichts. Man soll aber, zufolge der obigen Erklärung, anstatt dieses letztern 
ein blofs eingebildetes 'Verhältnifs unterschieben, welches nicht von 
der Quantität der Veränderungen (Incremente oder Decremente) sondern blols 
‘von den veränderlichen Grölsen selbst abhängt. Die gebrauchten Nullen 
ox 


= 9, dienen also nur als ein Merkzeichen oder Nota-bene, dafs man hier 


das Verhältnifs x: y nicht vergessen müsse, Nun wird jeder Unbefangene fra- 
gen: wozu denn ein so unnützer Aufwand von Spitzfindigkeiten ‚um es dahin 
zu bringen, dafs ein Paar Nullen hier nicht als Nullen, sondern als Rechen- 
pfennige mit der Bedeutung x und y angesehen werden, mögen? Warum läfst 
man, wenn alles nur auf das Verhältnifs x:y ankommt, nicht den Firlefanz 
der stellvertretenden Nullen ganz weg, und nimmt die veränderlichen Gröfsen 
selbst als Verhältnils-Glieder in Rechnung? — — Diese und ähnliche Fra- 
gen hätten in der Theorie der Gränz-Verhältnisse zur Sprache kommen müssen, 
um theils mancherlei nicht ganz versteckte Widersprüche, theils leere Spitzfindig- 
keiten in ihren Erklärungen zu vermeiden. Man sieht indessen sehr wohl, dals 
dieser Theorie der ‚Begriff eines Differenzials viel zu schaffen mache. Sie ge- 
steht das ein (S. 915) beruhigt sich aber dadurch (S. g16) „dafs auch Leibnitz, 
so sehr er Philosoph war, doch nicht mit dem Begriff von Differenzialen ganz 
aufs Reine gekommen zu seyn scheine. Wenigstens bediene er sich solcher Aus- 
drücke, die Erklärungen und Einschränkungen bedürfen.“ Dabei wird eines 
Aufsatzes von Leibnitz in den Actis Erud. Lips. Octobr. 1684 gedacht, in wel- 
chem er sich sehr unverständlich über den Begriff eines Diflerenzials und 
I 
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momentanen Increments oder Decrements' geäussert haben soll. Esist hier der 
-Ort noch nicht, ’den “ursprünglichen! “Begriff eines Differenziäls genauer zu be- 
‚stunmen. Doch mufs bemerkt: werden; dafs dieseben angeführte Stelle eine von 
denen ist, in“welchen: die Bedeutung eines Differenzials so klar und falslich 
vor Augen liegt, dafs‘ sie nicht verkannt werden kann ‚wenn man sich nur 
nicht durch vorgefalste Meinungen das Verständnifs derselben erschweret. = Uebri- 
gens ist es. die Theorie, der Gränz- Verhältnisse nicht allein, welche Leibnitzen 
beschuldigt, dafs ex nicht .so recht gewufst habe, was ein Differenzial sey. 
Doch Beschuldigungen dieser Art müssen von ect wegfallen; ; weil ein Diffe- 
renzial- Kalkul ohne, ‚den ihm voraufgehenden klaren Begriff eines Differenzials 
nicht gedenkbar ist, 
2) Zusätze zu der TenrE von den Srur Verhältnissen. 
«) „Die Symbole ôx, &y müssen durchaus nicht als Gröfsen. betrachtet 
werden, so klein. man sich diese auch ee ei Denn dadurch 


ðy 
setzt man eine Näherungs- Gleichung 7 *=p öder 2 = = nx"=t, anstatt der 


n Qua 


genauen und vollständigen dy =ng mon +: riss welche 


‚noch die. Potenzen von dx enthält.“ (a. a. O. S. 813). 
£) „Die Differenziale darf man nicht als Null betrachten, weil sie dadurch 
~ aufhören Differenzen zu seyn, und weil es auch nicht begreiflich ist, 
wie eine Null sich mit einer. andern Null vergleichen lasse.“ (Ebendaselbst.) 
Das ist doch ein offenbarer Widerspruch, wie sehr die Theorie der Gränzen 
sich auch bemühen mag, ihn weg zu vernünfteln. Sie giebt nämlich den Rath, 


a 
= . . © 
3 so anzusehen, als bedeute es den characteristischen Theil p oder nx"-: des 


Quotienten SY, Dann heifst es weiter; „Sollen ĉy und ôx nicht blofse Buch- 
stabenzeichen zur Bezeichnung des Ursprungs der Function p seyn, so sind es 
keine Veränderungen der Gröfsen x und y, sondern zwei zusammengehörige 
Gröfsen (!) die mit jenen in eine gewisse Verbindung gebracht werden, wie 
die Coordinaten der. Tangente einer Curve mit den Coordinaten der krummen 
Linie selbst. Die Quantität dieser nebenher (!!) eingeführten Gröfsen bleibt 
willkührlich; nur ihr Verhältnifs ist durch die Function p bestimmt.“ — 
Geht hieraus wohl etwas anderes hervor, als dafs jedes Differenzial ein Null 
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mit Quantität sey ? — und was läfst, sich-dabei denken ? — — Wenn übrigens 


die Differenziale nur (nebenher eingeführte :Gröfsen sind, so kann man ihrer 
wohl eigentlich entbehren; und warum, wirft man diese Nebenläufer nicht ganz 
aus dem Kalkul weg? — — Sehr unrichtig ist es, zu behaupten, dafs die. Quan- 
tität ‚eines, Differenzials (im eigentlichen Verstande) willkührlich sey, und 
(S. 813) der Ausdruck Differenzial nicht im Singular, sondern blofs im 
Plural gebraucht werden müsse; weil. das erstere eine Quantität auf versteckte 
Art in sich schliefse, und man doch jenen Ausdruck nur in sofern. dulden kön- 
ne, als er ein Verhältnifsglied bedeute. Denn jedes Differenzial muls angesehen 
werden als eine Differenz, welches die Theorie der Gränz - Verhältnisse nicht nur 
einräumt, sondern sogar von: selbst darauf dringt. Nun ist aber fürs Erste jede 
einzelne Differenz schen eine Differenz, ohne dafs noch. eine zweite nöthig 
wäre, die gleichsam ihre Kundschaft (testimonium. literarum) vorstellen oder ihr 
sicheres Geleit- geben mülste, Fürs Zweite kann eben darum, weil sie eine Dif 
ferenz ist, ihre’ Gröfse nicht willkührlich seyn, sondern sie hängt nothwendig 
ab von der Art und dem Grade der Veränderung ihrer veränderlichen Gröfse, — — 
Nun wird ferner behauptet : 

y) „Es ist erlaubt, sich die Differenziale als unendlich kleine Unter- 
schiede vorzustellen, und muls sogar geschehen, da wo man sich eine 
stetige Folge veränderlicher Größsen (etwa Glieder in einer Reihe? — —) ge- 
denkt.‘ (a. a. O. $. 815.) | | 

ö) „Differenziale sind die blofs unter sich vergleichbaren Unterschiede der un- 
mittelbar auf einander folgenden Glieder einer stetigen Reihe.“ 

Wenn stetige Reihe nichts weiter heissen soll, als eine arithmetische oder 
geometrische Reihe, in welcher keine Glieder zwischen dem ersten und letzten 
fehlen, und der. Zusatz „blofs unter sich vergleichbar“ aus ò wegbleibt : so ist 
dies eine sehr genügende Definition eines leibnitzischen Differenzials, Der Zu- 
satz ist unstatthaft, weil man jedes Differenzial nicht nur mit einem ändern, 
sondern auch mit einer beständigen Gröfse vergleichen kann, sobald das Ver- 
hältnifs zweier Differenziale ei Verhältnisse zweier beständigen Gröfsen gleich 
gesetzt werden darf. Das ist unter andern der Fall bei der Quadratur derjenigen 


x b 3 . | 
Linie deren Gleichung z= yist, wo man also die Proportion a:b = ôx; ðy 


oder a : ðx =b :ðy erhält. 
Is 
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Die Bestimmtheit und Klarheit, welche man fast durchgängige bei den Lehr- 
sätzen und Erklärungen i in der Theorie der Gränzen vermilst,, fehlt auch man- 
chen ihrer wichtigsten Begriffe. Hieher 'gehören vorzüglich zwei, nämlich der 
Begriff der unendlichen Annäherung zweier Verhältnisse, und der 
Begriff der höhern Differenziale, Di 

1.) Was den erstern betrifft, ‘so erhellet aus der angefüliften Erklärung ei- 
nes Differenzial-Verhältnisses $. 18, 1. «bis e, und aus dem Haupt-Lehrsatze 

-$. 17. Num. 4, dafs das Verhältnifs der Differenziale əx: èy sich dem’ Verhält: 
nisse beider veränderlichen Gröfsen x: y, oder auch dem Verhälttlisse des soge- 
nannten Differenzial- Quotienten zu Eins, nämlich p:ı oder nx”—": t, unend- 
lich nähere. Soll hier unter dem Ausdruck einer unendlichen Annäherung ver- 
standen werden : „je länger die Veränderung dauert, desto mehr stimmt v: y 
mit Ox: ey überein“ ? — — oder: „durch die Rechnungs-Operation des höhern 
Kalkuls wird das Verhältnifs 0x !&y dem Verhältnisse x: y so nahe gebracht, dafs 
sich kein namhafter Unterschied mehr angeben läfst“? — — Die erstere Bedeu: 
tung würde nur nach Verlauf einer unendlichen Zeit, also niemals verstatten, 
das Verhältnis ôx : ðy =x: y zu setzen. Daher leidet blofs die letztere eine An- 
wendung. Es giebt nun zwar einige Fälle, wo nicht nur eine Annäherung, 
sondern auch sogar eine völlige Gleichheit zwischen &x:&y und x:y Statt fin- 
det, wie unter andern bei der graden Linie und Cykloide, wo durchaus xiy 


= 0%: öy bleibt. Aber ist die Gränzen - Theorie im Stande, in allen möglichen 
Fällen, eine wo nicht völlig doch beinahe erreichte Gleichheit zu erweisen; oder 
ist sie.nur eine willkührliche Voraussetzung? — — Ohne Zweifel dies letztere. 
Dann aber verwickelt sich j jene Theorie in einen Widerspruch, denn sie nimmt, 
Wo nicht i immer, doch sehr oft ihre Differenziale əx und Əy für beständig an. 
Dagegen sind x und y veränderlich, und können kein anderes, als ein verän- 
d erliches Verhältnils geben. Wie ist es nun möglich , vermittelst zweier 
bestän digen Verhältnils-Glieder ein veränderliches Verhältnifs 8x: əy dar- 
zustellen? Es enthält also, nach den eigenen Begriffen der Gränzen - Theorie 
einen Widerspruch, x: y=x: y zu setzen, wenn nicht wenigstens Eins von 
den Verhältnifsgliedern ôx und 8% durchaus veränderlich bleibt. Aber eben darum 
rechnet man denn mit dem veränderlichen Differenzial- Verhältnisse grade so, wie 
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mit einem, beständigen Verhältnisse. Das ist fürs, Erste an sich unmöglich, weil 
man sonst nie einen höhern Kalkul nöthig gehabt haben würde. Fürs Zweite, 
wenn die Theorie der Gränzen den Satz: „es könne mit einem veränderlichen 
Verhältnisse x: y grade so gerechnet werden, ‘wie mit einem beständigen‘a: b; 
sobald, man die Verhältnifs-Glieder. in jenem gegen. ‚andere vertauscht, welche 
das Verhältnifs x: y nicht genau, sondern um etwas Weniges falsch ausdrücken,“ 
stillschweigend voraussetzt : so trennt sie sich dadurch auf immer nicht nur 
von dem Differenzial-Kalkul, sondern auch von der Fluxionsrechnung; weil 
es einen der Grundbegriffe beider Methoden ausmacht, dafs kein veränderliches 
Verhältnißs im Kalkul so gebraucht werden könne, wie ein beständiges.. Hier 
hat also die Gränzen-Theorie noch vieles äüfzuklären und zu berichtigen, blofs 
um die Widersprüche zu beseitigen, welche ihr'’zum Vorwurfe gereichen. 

2.) Wenn sie die Frage beantworten soll: warum die Gränze eines verän- 
derlichen Verhältnisses, nachdem sie schon einmal gefunden worden ist, in ge- 
wissen Fällen doch noch zum zweiten, in andern zum dritten, viertenmal ge- 
sucht, ‘oder warum Differenzio-differenzürt werden‘ müsse: so läßt sie- sich 
(ava. O. Art, Differenzial und Gränze) darüber folgendermafsen aus. 

Sa) „Bei Gleichungen vom zweiten Grade, und bei höheren Gleichungen, sind 
mehrere Gränz-Verhältnisse für unendliche x und y möglich. Es giebt 


= 2 
z. By? Faxry-t bx? tey tdrFes o durch «* dividirt, X + Yy bH y 
3 2 a mad x . 90 


d e z s 
z +7 = o°, und wenn für mögliche unendliche æ und y der Quo- 


uent = pist, — ha ++ ta m +t ap tho, also 
= — iada dab), und die Parre VON ysi Ne Ran. ;ist hier 


— 


44% < b, so giebt es keine unendlich grofsen æ und y, wie bei den Coor- 
dinaten einer Ellipse. Aber für 42? > b sind zwei Gränz- Verhältnisse vor- 
handen, wie nämlich an einer Hyperbel; und ist a? =b, so giebt es nur 
ein ‚eihfaches Gränz-Verhältnißs, wie an der Parabel.“ 


8) „Wenn y als Function von xden Differenzial- Quotienten a = p giebt: so 
; JIE 


ist p eine neue Function von x, und nur unter der Bedingung eine unver- 
änderliche Gröfse, dafs beide y und x Glieder einer arithmetischen 


Progression sind. Man suche daher für p, so wie es für y'geschehen 


-TO 


. . . “ a) “ * 
ist, den Differenzial-Quotienten, und es sey z = q : 30 ist q wieder eine 
Function von x, und entweder beständig oder veränderlich. Man bezeich- 


net sie auch durch 


ð? : ; 
mi . Es ist- nämlich dieser Quotient der von den Ver- 
änderungen der Größen unabhängige Theil des Quotienten = wo A?y das 


Anfangsglied der zweiten Differenzenreihe zu der Reihe der y bedeutet, wenn 
die zugehörigen x sich gleichförmig um Ax verändern. Auf diese Art 
lassen sich noch höhere Differenzial-Quotienten finden. In einigen Fällen, 
z. B. wenn y= x" und n eine ganze Zahl ist, kommt man zuletzt auf eì- 
nen constanten Werth des Differenzial-Quotienten.“ u. s. w. 


. 


Wenn unter a gemeint wird, es gebe für eine Function so viele Differen- 
ziale (und Differenzial-Verhältnisse) auf einmal, als Wurzeln in derselben 
sind: so ist dies falsch, weil man. sich schon durch die blofse mechanische 
Differenziation vom’ Gegentheil überzeugen kann. -Jede Function hat als Ein 
Ganzes, ohne Rücksicht darauf, ob sie mit irgend einer geometrischen Linie 
oder Figur in Beziehung stehe, oder nach der Theorie der Gleichungen in meh- 
rere Wurzeln aufgelöset werden könne, auf einmal nicht mehr,. als ein einzi- 
ges Differenziäl. Denn fürs Erste, sie.mag auch noch so zusammengesetzt seyn, 
so läfst sie sich doch jederzeit einer andern ganz einfachen z. B. ay gleich 
setzen. Da nun diese letztere für einmal nur ein einziges Differenzial verstattet, 
so kann die obige fx in dieser Verbindung auch nicht mehr erhalten. Fürs 
Zweite, die algebraischen Wurzeln oder verschiedenen Werthe der veränderlichen 
Gröfse einer Function, dürfen bei der Differenziation gar nicht einmal in Be- 
tracht gezogen werden; ‘denn hier kommt es lediglich auf die Beschaffenheit der 
Veränderungs-Form des Ganzen an: Fürs Dritte, Differenziale sind keine W ur- 
zeln der Gleichung, vielmehr verhalten sie sich, sofern sie aus irgend einer 
Binomial- Verbindung entstehen müssen, zu ihren Stammgröfsen, wie Poten- 
zen zu den einzelnen Binomial- Theilen. Eine Bemerkung, die’Leibnitz in 
seinen’ mathematischen Aufsätzen öfter gemacht hat, und welche über die Ge- 
setze des Mechanismus der Differenzial-Rechnung einen grofsen Aufschlufs giebt. 
Hienach stimmt also die obige Voraussetzung mit der Natur der Differenziale 


‘nicht überein. 


ToO e 


Was die Behauptung unter A betrifft, so bedarf sie gleichfalls mehrere Be- 
richtigungen. Fürs Erste, wenn es heißt: „der Diiferenzial- Quotient ist nur 


unter der Bedingung eine unyeränderliche Gröfse, dafs beide y und x Glieder 


einer arithmetischen Progression sind“: so kommen ja im Differenzial- Kalkul 


keine andern, als solche veränderlichen Gröfsen vor, die entweder unmittelbar 
oder mittelbar theils arithmetische theils georietrische Progressionen bilden. 
Dessen ungeachtet Habeh sie nach Umständen, ihre zweiten, dritten und folgen» 
den Differenziale. “Fürs Zweite, es sollen die Differenzial- Quotienten nicht eher, 
als in der Gestalt n(n—ı)(n—2)....:x°, wo n eine ganze Zahl seyn muls, 


ee en DO S 
Beständigkeit erhalten. Demnach ist Ion (Rn — 1) (a—2).... œ” noch eine 
iF x” | i | sl 


veränderliche Gröfse, und es.kann im ersten Theil. sowohl der Divisor als der 
Dividend für veränderlich ‚angenommen ‚werden. _ Aber. die, Theorie der, Gränz- 
verhältnisse erklärt 8x für beständig, . und stellt den, Satz ‚auf, es sey für 


= 2E S A°y das Anfangsglied der zweiten Differenzenreihe für-die'Reihe 
‚y+AyytäAytaä°y +... u. S. w. unter der Bedingung, dals die Diferen- 
Arab der Ax, also die ersten Differenzen der zugehörigen Reihe x gleich- 
förmig, das heifst gleich grofs sind. Dies ist ein Irrthuni; denn wenn zwei 
veränderliche Gröfsen gleich gesetzt werden können, und die eine von beiden 
in dieser Verbindung keine zweiten"oder dritten Differenzen. leidet, so kann 
auch die andere sie nicht haben. Eben so verhält es sich mit‘ Differenzialen, 
wenn man nicht unrichtiger Weise die Incremente Ax, x u s. w. überali für 
die eigentlichen Differenziale ansieht. Bis hieher ist also immer noch nicht ein 
Grund nachgewiesen, warum die höhern Differenziale die Form ry = n (n—1) 
R—2).....2”—=mögm haben müssen, und noch weniger, warum sie‘ überhaupt, 
um des Begriffes der Gränzen willen, Bedürfnifs für den Kalkul werden. Denn 
wenn diese Gränzen-Rechnung sich heraus nimmt,’ veränderliche Verhältnisse 
und daraus entstehende -Gleichungen grade so zu behandeln, ‘als beständige; 
was braucht sie sich dann darum zu kümmern, ‘ob ihre Differenzial- Quotienten 
Beständigkeit haben’ oder nicht. 
Alle diese Benierkungen zusammen genommen beweisen genugsam, dafs die 
Theorie der Gränz- Verhältnisse, anstatt den Differenzial- Kalkul aufzuhellen, nur 


noch mehr Dunkelheit über ihn verbreitet hat, 
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Fünfter Abschnitt 


A der Nullen-Rechnung, als 


Grundlage des 
Differenzıal-Kalkuls $ 


$: 20. 

Die neuere Nullenrechnung ist von der Theorie der Gränz-Verhältnisse 
nicht sehr verschieden, indem sie wie diese ein Differenzial-Verhältnifs 
sucht, und- es allgemein durch $ ausdrückt. _Iedoch, philosophirt_ sie nicht so 
weitläuftig darüber, wie es möglich sey, aus diesem 2, welches jedem schlich- 
ten Rechner Nichts giebt, Etwas und zwar Rechnungs-Resultate herzuleiten, 
die alle älteren und neueren Mathematiker bis auf die Erscheinung der Nullen- 
rechnung nicht daraus herzuleiten im Stande waren’; sondern sie nimmt sich 
kurz und gut-die Freiheit, 1:12 =0:0, 2:5=0:0, kurz alles was’ beliebt 
— 0:0 zu setzen *). Dabei verlangt sie gar nicht, wie die Theorie der 'Gränz- 
verhältnisse, sich bei diesen Nullen dasjenige Verhältnils zu denken, welches 
die-unendlich abnehmenden Gröfsen in dem Augenblick vor ihrem. Verschwinden 
hatten ,; sondern sie erkläret rund heraus: Erstlich,, es müsse jedes Differen- 
zial als ein absolutes und eigentliches Null: oder Nichts, fürs Zweite, jedes 
Differenzial-Verhältnifs auch als ein ‚Nichts im eigentlichsten Verstande 
betrachtet werden. (a. a. O. S: 195 u. 197.) ., Wer (S. 221) die Differenzial- Rechnung 
für etwas-anders, „als eine,künstliche,Nullenrechnung, und daher.das 
sinnreichste und höchste Kunstwerk des; menschlichen Geistes halten wolle, der 
erniedrige sie, und untergrabe ihr ganzes Fundament als, ungereimt und wider- 
sprechend.- Leibnitz und Wolf (5. 205 und 204), welche sich durch ihre 
Erklärungen der. Differenzial- -Rechnung eines solchen Fehlers schuldi ig gemacht 
haben, steben mit' bich selbst im; Widerspruch. Soll das ER des Diffe- 
renzial-Kalkuls eben so fest und unerschütterlich seyn, als das Fundament der 
gemeinen Arithmetik, so. müsse jener als künstliche ‚Nullenrechnung betrachtet 
werden. Essey ganz unlüugbar'das Verhältnifs o:o unter allen möglichen Ver- 
hältnissen das allgemeinste, indem es nicht nur alle möglichen endlichen 
und unendlichen - Grölsen, sondern auch selbst die Null. unter. sich begreift, so 


— 


*) Joh. Schulz sehr leichte und kurze Entwickelung einiger der wichtigsten mathem, 
Theorien. Königsberg 1803. S. 217: s 
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dafs man mit Recht sagen könne (S. 218), das Hauptgeschäft der ganzen 
Mathematik bestehe blofs in der Entwickelung des Verhältnisses 0:0. Denn man 
habe 0.0=0.o0 also 0:0—=0:0,1:.0=a.o0 also 17a =0:0, 2a.0=.0 


. - . 1 
also a: %=0:0. Wenn daher die Ausdrücke 3 =% oder $= © odet $ =0 


1><0 1 w >x<0 (s 0) 0xo 


vorko üsse man verstehen —— — —=— und — = $, eben 
mmen, so müsse man V TOTER rer 
3 ax a Ox W i 
so wie man sagt z3 = 7, — = — usw. Hieraus gehe klar hervor ($. 
1% 1 


217.), dafs wenn man nur die Regeln der Arithmetik genau und strenge be- 
folge, die Rechnung mit Nullen eben so gründlich und apodictisch gewils seyn 
müsse, als die mit wirklichen Gröfsen und Zahlen, u. s. w, | 


Kaum sollte man glauben, dafs es möglich gewesen sey, anstatt der bishe- 
rigen Einfachheit und Klarheit, in den so alt gewordenen, undin seiner uralten 
Form immer für wahr befundenen Kalkul, ein so verworrenes Gemengsel von 
Begriffen und Sätzen zu bringen, wo einer dem andern widerstreitet, und jeder 
mit sich selbst im Widerspruch steht, und solchen Widersinn sogar für die 
Grundlage nicht nur der Differenzial-Rechnung sondern auch der gesammten 
` Gröfsenlehre auszugeben. Aber gleichwohl hat die künstliche Nullenrechnung 
ihre Anhänger und Vertheidiger gefunden. Es werden indessen nur wenige Be- 
läge nöthig seyn, um zu beweisen, dafs das Gewebe von widersinnigen Lehr- 
sätzen, welches man hier an die Stelle des leibnitzischen Differenzial- Kalkuls 
' gesetzt hat, nichts weiter, als ein leerer Wirrwarr ist, 

1) Die Definition eines Differenzials lautet ($. du also: „Wenn 
bei veränderlichen Gröfsen die Zunahmen (Incremente) == o sind, so heissen sie 
Differenziale — — Aber die Zunahme und Abnahme jeder beständigen Gröfse 
ist auch=0; denn eben deshalb ist sie unveränderlich, weil sie weder gröfser 
noch kleiner wird. Aus dieser Definition folgt also, dafs eine veränderliche 
Grölse, wie ‚sie die Nullenrechnung gebraucht, mit einer beständigen ganz einer- 
lei ist. 

2) Die Difen -Rechnung wird (S. 191) so definirt: „Die Wissenschaft, 
aus der Zunahme der veränderlichen Gröfsen diejenige Gleichung zu finden, 
welche entsteht, wenn die Zunahmen alle als Nullen angesehen werden.“ 

K 
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Hier fodert man Zunahmen, welche keine Zunahmen sind. Das’ist ein offen- 
barer Widerspruch. Auch werden hier veränderliche Gröfsen vorausgesetzt, welche 
weder eine Zunahme noch eine Abnahme leiden: also veränderliche Gröfsen, 
welche keine veränderlichen Gröfsen sind. Das ist ein zweiter Widerspruch in 
einer einzigen Definition ! 

5) „ledes Differenzial ist (S. 195) nicht nur relativ gegen diese oder jene 
Gröfse, sondern absolut und schlechthin im strengsten Sinne Null. Wenn 
man daher in einer Differenzial-Gleichung nach ihrem eigentlichen Werthe fragt: 
so setzt dieselbe nichts weiter, als o = o.“ — — 


4) „Es ist (S. 212) einleuchtend, dafs wenn der Satz == S nur unter der 
Bedingung wahr wäre, dafs eine absolute Null gröfser als die andere ist, die 
ganze Differenzial-Rechnung auf einem Grunde ruhete, dessen Ungereimtheit 
'unwiderlegbar wäre. Daher bleibt es (S. 216; 33) eine eben so unumstöfsliche 
Wahrheit, dafs jedes Verhältnifs zweier Differenziale ein wirkliches Verhältnifs 
zweier Nullen ist, als dafs alle Nullen einander gleich sind.“ 

5) „Obgleich (S. 196) die Differenziale wahre Nullen sind, so gehört es 
dennoch zum Wesen der Differenzial-Rechnung, dafs man sie nicht durch (die 
gewöhnlichen) Nullen ausdrückt; weil sonst aller Unterschied zwischen 
den Differenzial- Gleichungen weghele.“ — — Hier verlangt man also einen Un- 
terschied, welcher nach Num. 3. und 4 kein Unterschied ist. Eine offenbare 
Ungereimtheit! ; 

6) „Iede Function hat (S. 192) ihre besondere Zunahme, also auch ihr 
besonderes Differenzial.“— — Aber nach Num. o. sind alle (differenzielle) 
Zunahmen oder Abnahmen, und nach Num. 3. alle Differenziale im strengsten 
Sinn = œ Daher bedarf die künstliche Nullenrechnung einige besondere Nul- 
len, die sich jedoch nach Num. 4. vor den gemeinen Nullen gar nicht auszeich- 
‘nen dürfen. Eine höchst widersinnige Bedingung! 

7) „Wenn Euler in seinen Institut. calculi different, glaubt, dafs in der 
Proportion 2:1=0:0 die erste Null zweimal gröfser seyn müsse, als die 
zweite: so wird dieser für alle Proportionen, deren Glieder insgesammt wirk- 
liche Gröfsen sind, unläugbar allgemein gültige Satz hier sehr unrichtig ange- 
wandt, wo der besondere, aber in Rücksicht seiner Anwendung sich sehr 
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weit erstreckende Fall ist, in welchem ohne irgend einen: Widerspruch das Ver- 
hältnifs zweier ungleichen Glieder, dem Verhältnisse zweier gleichen gleich 
seyn kann, nämlich wenn die letztern beide Nullen sind.“ (S. 216.) — — Diese 
eulersche Proportion ist der wahre Probirstein für die Aechtheit der künstlichen 
Nullenrechnung. Er giebt ungeachtet ihrer unnützen Künstelei, doch immer das 
Resultat 2=o also 2 = 0 ù. dgl., welches nur zu Ungereimtheiten führen kann, 

3) „Das Differenzial einer beständigen Gröfse ist =o, und fällt als solches 
weg.“ (S. 192 und 220, wo ôx als eine beständige Gröfse behandelt wird.) Ver- 
binden wir hiemit Num. 5, so entsteht der Gegensatz: „das Differenzial einer 
veränderlichen Gröfse ist ebenfalls =o, fällt aber darum nicht weg.“—— Liegt 
nun der Grund des Wegfallens in.dem Null-Seyn, so entsteht ein offenbarer 
Widerspruch; liegt er nicht darin, so ist kein Grund vorhanden, warum eine 
beständige Gröfse nicht eben so gut wie eine veränderliche, die sich nach Num, 
ıunde. um nichts ändern soll, ein Diferenzial haben könnte. 

9) „Die Differenzial-Rechnung soll (S. 190) den Vortheil verschaffen, dafs: 
man die eigentliche Natur der Zunahme einer Function im wesentlichen beguem 
überschauen kann.“ — — Dies wird als Grund angenommen, warum einige 
Glieder aus den Differenzialen wegzuwerfen sind. Um sie aber wegwerfen zu 
dürfen, müssen in der Binomial-Reihe (S. 189) 

BUN paean + ezta 
die Coefficienten Ax?, Ax? .... also auch Ax =o seyn. Es werden daher alle 


Az = nr Ax + EN ee 


auf das erste, folgenden Glieder wegen ihres Coefficienten Null weggeworfen; 
aber das erste Glied bleibt, weil es denselben Coefhcienten Null hat., Ist das 
nicht der klarste Widerspruch? — — Und warum bleiben nicht zwei oder drei 
Glieder stehen, die sich doch immer noch bequem genug übersehen lassen? —— 
Hat die künstliche Nullenrechnung hier keinen bessern Grund anzugeben, so 
wirft sie die Binomial- Glieder nach dem zweiten, ohne einen vernünftigen 
Grund weg. 

10) „Die zweiten Differenziale (S. 219) sind Differenziale von &%, ©z. u.s.w. 
Denn obgleich die letztern alle mit einander Nullen sind, so müssen doch einige 
Differenzial- Verhältnisse als absolute Nullen, andere als beständige, noch an- 
dere als unendliche, einige aber auch als veränderliche Grölsen betrachtet wer- 

K2 
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den. Diese letztern geben höhere Differenziale, und man kann von ôx zu O®x, 
„su Br) Der, əz 
03x u. s. f. fortgehen. Da aber (S. 220) der Quotient Ep (nämlich aus ð E 


wenn &x allein als veränderlich angesehen wird) unbestimmt ist : so erhellet zu- 
gleich, dafs wenn man das erste Differenzial ĉx als veränderlich annimmt, das 
e > 
Verhältnifs der zweiten Differenziale o gleichfalls unbestimmt bleibt, welches 
denn auch von den Verhältnissen aller höhern Differenziale gelten mufs. Sollen 
daher die letztern bestimmt werden, so muffs man, wenn z die Function von 
zwei veränderlichen Gröfsen x, y zugleich wäre, entweder x oder y als be- 
ständig annehmen.“ — — Diese Regeln sind eben so grundlos, als verworren. 
Fürs Erste, was bedeuten hier die Ausdrücke bestimmt und unbestimmt ?— — 
Wenn von einem Diflerenzial gesagt werden kann, es ist das erste, zweite, 
dritte etc., so ist es nicht nur in Absicht auf seinen Rang, sondern auch in 
Hinsicht seiner Form oder Characteristik hinreichend bestimmt. Die Unbestimmt- 
heit ist hier also, wenn man davon wegdenkt, dafs das Null, als ein algorith- 
misches Chamäleon, unzählig viele Gestalten annehmen, und den Rechner wohl 


zuweilen äffen könnte, blofs erdichtet. Fürs Zweite, wenn das sogenannte 


e a ; 
Differenzial - Verhältnifs = veränderlich seyn. soll, so können drei mögliche 


Fälle Statt finden, entweder beide Glieder sind veränderlich, oder das eine von 
beiden allein. Woher will die Nullenrechnung ein sicheres Merkmal nehmen, 
dafs hier ôx oder 8z allein, und dort jedes von beiden veränderlich sey? Der 
obige Bestimmungsgrund, dafs die Differenzial- Verhältnisse unbestimmt seyn 
würden, wenn man’ ĉsx als veränderlich annehmen wollte, ist ganz nichtig und 
‘sinnlos; denn es ist ja noch nicht einmal die Frage beantwortet, was ist zu 
bestimmen, oder warum bestimmt ôx? das Unbekannte, was zu bestimmen ist, 
besser, als 8°%? Eben darum haben die gegebenen Regeln gar keine Haltung. 
Auch. sind. sie dem leibnitzischen Differenzial-Kalkul durchaus fremde; denn 


seine Veränderungs-Formen beruhen auf einer ganz andern Grundlage, als auf 
Null und Nichts. 
$. 21. 

Man hat sich hier verschiedene Ausdrücke ersonnen, um einzelne Diffe- 
zenzial-Formeln zu erkünsteln, und nachdem dieses gelungen war, jene für das 


LJ 


27 
Fundament der Differenzial- Rechnung ausgegeben, ohne jedoch die Möglichkeit 
nachzuweisen; wie alle Differenzialformeln aus demselben Grundschema auf 
eine ganz ungezwungene Weise hergeleitet werden können.‘ Anstatt dessen be- 
hilft man sich mit dem längst bekannten Mechanismus des leibnitzischen Diffe- 
renzial-Kalkuls. Die Dürftigkeit dieser vernullenden Differenzial - Methode wird 
sehr bald einleuchten, wenn man auch nur eine, oder ein Paar Arten derselben 
näher untersucht, welches hier geschehen soll. 


1) Man setzt x — x = 0x = 0, x? — X? = 0 (x?) =, m — x” = I (x)= 0, 
und läfst die bekannten Differenziale ô (x?) = oxðx , Ə (x7) = nx"-ıdx aus der 


nn — 


r - r . 
Function -i auf folgende Art entstéħen. Die wirkliche Division giebt hier 
die Reihe x=! 4 yi—ey tariy? pene +.2%0”y®2, und. wenn der, Exponent 
nach nr die ee 2,5, 4, 5... erhält, so entstehen die Aus- 


2 Be s 
drücke Ž a = zty = T= = x? +xyty? u.s.w. Wenn nun x=y genom- 


x? — yx? ” 33 —x3 


men wird =2x, ein andermal — — = 3x°, und 
X K—XK 
zu gr 
ganz allgemein regen nxr—ı, WVertauscht man in diesen Ausdrücken x— x 


mit ôx- u.s.w. so entstehen die sogenannten Differenzial- Verhältnisse 


4 . . . I 
=$ = nx”, und die Differenziale 


a(x?) = oxx, d(x?)=5%?0x, (x) = nar—!öx. . Diese Erfindung verdankt die 
neuere Nullenrechnung einem gewissen Nicolas Morville, und sie scheint- zu- 
erst in den Schriften der königl. dän. Ges. d. Wiss. vorzukommen *). 


2) Einen ähnlichen Versuch, einzelne Differenzial-Formeln zu erkünsteln, 
enthält eine kleine französische Schrift, unter dem Titel: Recherches sur le cal- 
cul differentiel et integral par le citoyen Ensheim, à Par. an VII. 4, deren 
Verfasser den Engländer Landen nachgeahmt zu haben scheint. Es wird vor- 
ausgesetzt, dafs = eine positive und ganze Zahl sey, und nun die Function 


*) Abhandlungen aus der neuen Sammlung der Schriften der kön. dän. G. d. W. abereai 
von D. P, Scheel und €. F. Degen. Bå. r. Abth, r. S. 82. Kopenh. 1798. 
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"in die Reihe vem tgr + 075 +.. hEr aufgelöset, welche m Glie- 
Y= 
der haben anis Für v=ı giebt sie die Summe ıt1+tı1+....== m. Dann soll 


y (y=) mit &y und y” yr— 1) mit ə (y”) gleichbedeutend seyn. Unter die- 


\ 5 k 3 o (yr I PT 5 
ser Bedingung läfst sich die Function (y") = I) in die Reihe Fi 
# èy Ya y 
gms t y- + 1) verwandeln,. und man erhält: für y=ı den 
Ausdruck sor D m—i (m) oder — = ) = mym—, also das Diferenzial 
a (yr) = my”—êy. 

Es lohnt nicht der Mühe, ‘noch, mehr Einfälle dieser Art anzuführen, zu- 
mal es leicht ist, eine Menge solcher Ausdrücke auf analytischem Wege ausfin- 


dig zu machen. Sie sind überhaupt nichts weiter, als Summenformeln für die 
Reihen, welche man entweder durch die hier angewandte gemeine Division, oder 
mit Hülfe der Theorie der Functionen erhalten kann. Wie inconsequent es sey, 
dem leibnitzischen Differenzial-Kalkul eine solche polygamische Abkunft anzu- 
dichten, läfst sich schon daraus einsehen, dafs alle diese und ähnliche beson- 
dere Functionen, lange vorher, ehe an sie gedacht worden ist, von ihm unter 
einer allgemeinen Form in Untersuchung gezogen, und als Summenformeln oder 
gebrochne Funetionen, einer Correction fähig befunden worden sind, wenn der 
Fall eintritt, dafs sie sich wie hier in 3 verwandeln. Das bekannte Corrections- 
Verfahren besteht darin, dafs man den Zähler und Nenner der gebrochenen 
Function besonders differenziirt, beide Differenziale durch Division mit einerlei 
Factoren im Zähler und Nenner abkürzt, und in den übrig bleibenden Theil 
der Function den veränderten Werth der veränderlichen Gröfse einführt u. s, w. 
Wenden wir dieses bei Num. 2. an, so entsteht entweder vermöge der ersten 


om 


qm 
vorgeschriebenen Bedinging; der Ausdrucl = my”; oder wenn ES als 
t 


i m: 
beständig und y allein als veränderlich ne wird, Y_ „my. Da nun 


zufolge derzweiten Bedingung y=ı werden soll, so kommt y”—* (m. 1)=my”— 
zum pors anme Beide Ausdrücke sind die durch den Differenzial-Kalkul ver- 


besserten ein ER obig gen Reihe Eu Fr A er Pu... 1) für den 
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Fall, dafs y= 1 und die Summe der eingeklammerten Glieder = m wird: "Wie 
ya—ı 
y—ı 
ordnet seyn, wenn er ihr untergeordnet wäre?. Ienes ist nicht abzuläug- 
nen, darum kann dies letztere nicht Statt finden. Und so verhält es sich mit 
allen ähnlichen Functionen, deren Spröfsling der Differenzial- Kalkul seyn soll. 
Was noch das schlimmste ist, sie führen zum Theil auf fehlerhafte, zum Theil 
auf unmögliche Ausdrücke, so dafs ihnen keine Allgemeingültigkeit eingeräumt 
werden kann. Dafs sie fürs Erste, zuweilen fehlerhafte Ausdrücke hervorbrin- 
gen, erhellet aus Num. y; denn obgleich der Umtausch des & für y mittelbarer 


könnte hier die Function yr-: € -) dem Differenzial- Kalkul unterge- 


e ng aa? ax? “7 Er ? 
weise —— =y, —— 35x? und überhaupt — —— = nx"-! giebt: so 
x—x x—x x—x 


erhält man doch in jedem besondern Fall durch die Division unmittelbar nichts 


x? —x? x3 — y3 Kg pen 
anders, als —— = x, ——— = x°? und allgemein — = x", Hier 
x—x x—X x—Xx 


fehle also.der für den Differenzial-Kalkul nöthige Coefficient, und es liegt in 
den beiden mittelbar und unmittelbar entwickelten Formeln ein auffallender 
Widerspruch, um welches willen diese Art von Ableitung ohne Zweifel nur ei- 
nen verkrüppelten Diflerenzial-Kalkul geben kann, der sich selbst zur Last da 
ist, Fürs Zweite, wenn auch nicht alle solche Erkünstelungs-Functionen, wie 
man sie füglich nennen darf, den vorhergehenden Fehler an sich tragen, so ha- 
ben sie doch weder Allgemeingültigkeit noch Selbstständigkeit genug, alle yor- 
kommenden Differenzial- Formeln ohne Beihülfe des schon bestehenden Diffe- 
renzial-Kalkuls rein aus sich selbst zu entwickeln. Dies gilt auch von der 
neuesten Gestalt, in welcher sie erschienen sind. Man betrachtet nämlich Gx, 
Ọx, fx und fa’ als verschiedene Functionen von x, nennt 

a oder en = am den Differenz-Quotienten, und 
wenn Ọx=Ọx' wie auch y= x geworden ist, Fee das ist $ = da 
Differenzial- Quotienten, auf welchen es in' der Nullenrechnung wie in der 
Gränzen- Theorie hauptsächlich ‚ankommt ”,° Nun ist die allererste Bedingung 


af Vergl. Einleit. in das Stud. der Diferenzial - und Integr. Bechn. von K, Ch. Langs- 
dorf. , Manb. 1814. 
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einer solchen Grundform Allgemeinheit, -das heifst, es. müssen keine Fälle vor- 
kommen, wo ihr Gebrauch _ unmöglich wird, wie auch immer die Functionen 
Ọx, Ox, fæ, fæ u. s.w. beschaffen seyn mögen. Wenn man aber einmal Ọx 
= 3x? und Ọx = logn x setzt: so müßste 3x? = logn x oder es=”— x werden, 
um den Differenzial-Quotienten 3 zu erhalten.. Dies ist ganz unmöglich, denn 
wenn e37? in eine Reihe aufgelöset und mit x verglichen wird: so kann wenig- 
stens für den Fall, dafs x eine ganze Zahl seyn soll, kein 

! x4 27x6 g1x8 
x = 17 382° # er 7 TEPS + POEPT 
Rechnung verbauet sich also selber in ihrer Grundlage schon den Weg, jede 
vorgelegte Function zu differenziiren. Dies ist ein sicheres Kennzeichen, dafs 
-sie der wahre Differenzial-Kalkul nicht seyn könne, mit welchem sie auch 
höchstens nur einige anscheinende Differenzen, wie Gx—GOx, fr—fx u. dgl. 
gemein hat; denn ihre Differenzialformeln sind gröfstentheils das Eigenthum der 
eigentlichen Differenzial- Rechnung. 


+ ..%.. kommen. Diese Diferenzial- 


Sechster Abschnitt. 


Prüfung der Theorie der analytischen Functionen von”J, L, Lagrange, als 
verbesserte Differenzial-Rechnung unter dem Namen Functionen- oder 
Derivations-Kalkul. 


$. 22. 

Wie gtofs auch der Beifall seyn mag, welcher der „Theorie des fonctions 
analytique, contenant les principes du calcul differentiel etc., par J. L, Lagran- 
ge, Paris an V“ *) zu Theil geworden ist, so hat sie doch nicht allen Mathe- 
matikern genügt; sondern es sind von:mehreren Seiten her Einwürfe gegen sie 
gemacht worden, unter denen folgende zwei die wichtigsten seyn dürften. 

1) „Geht man aus dieser Theorie heraus, einerseits zu den entfernteren Sätzen, 
auf welchen sie in ihrem ersten Ursprunge beruhet, andererseits zu denje- 
nigen Fällen ihrer Anwendung auf Geometrie und Mechanik, wo ein Diffe- 
renzial- Ausdruck nicht durch Derivation (Differenziation) irgend einer Func- 
tion, sondern durch unmittelbare Betrachtung eines gegebenen Verhältnisses 


*) Ins Deutsche übersetzt von J, P. Grüson, Berlin 179% 
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gewisser. Gröfsen, oder einer geometrischen Figur gesucht wird: so kommen 
dieselben: Schwierigkeiten, »demem'man: ausweichen wollte, 'wieder zum Vor- 
schein.“ i fobi 7 
2): „Obgleich die Theorie der analytischen Functionen den Begriff des Unend- ` 
. lich- Kleinen sorgfältig‘ zu'umgehen ‚sucht so ist sie bei der Anwendung 
vauf Gegenstände der>Geometrie dennoch genöthigt, zu ihm wieder Zurück. 
zu: kommen. Sierhat daher vor derjenigen Methode, welche ihn ganz! un» 
- verhohlen zum’ Grunde legt, eigentlich nichts ‘voraus, als nur dafs‘ er hier 
auf eine geschickte Weise versteckt wird.“ ; 
Um. das Gewicht dieservEinwürfe gehörig: zu würdigen, mufs''man einer- 
seits den Standpunet und die Ansicht, welche die Theorie der analytischen Func» 
tionen: dem Differenzial-Kalkul gegenüber genommen hat, andererseits-'ihre in- 
nere Form und ihr äusseres Verhältnils zu den- allgemeinen Grundlagen’ der 
Gröfsenlehre näher betrachten. Indem sie über den von Euler, D’Alembert 
u.a.: m. eingeführten Begriff der ‚Gränzverhältnisse‘ das  Urtheil  fället, ser sey 
nicht: deutlich‘ genug, 'um als Princip einer. Wissenschaft zu dieneny- die’ ihre 
Zuverlässigkeit auf Evidenz gründen soll, stellt sie die leibnitzische Differenzial- 
Rechnung von einer Seite dar, dafs man fragen mufs, wie haben der Erfinder 
und: die ersten Bearbeiter derselben es ‚wagen. können, ‚von ‚einem nöch nie klar 
gedachten, ‘oder nach seinem’ ersten Zuschnitt auch ‚nur ‚so gedenkbaren Rech- 
nuig- Verfahren jemials: richtige Resultate zu erwarten? —— Die Theorie der 
analytischen  Functionen behauptet ‚nämlich ($. 4 und 6.), man-habe anfangs, 
ohne:die wahre Theorie zu kennen, blófs die einfachsten und bequemsten Re- 
geln des Mechanismus :von: den ‚Operationen des Differenzial-Kalkuls entdeckt, 
und ihn auf der Voraussetzung gegründet, dafs Gröfsen, die nur um.etwas Uñ- 
endlich- Kleines in Rücksicht: ihrer von! einander verschieden sind ‚als gleich. be» 
trachtet und behandelt werden können. Da er nun,'so wie man ihn anwende, 
wirklich unendlich kleine Gröfsen betrachte und berechne: so. bestehe seine wahre 
' Metaphysik.'darin, dafs der Irrthum), «welcher: aus dieser. falschen: Voraus- 
setzung entspringt, durch einen andern Irrthum ‚verbessert und. ‚ausgeglichen 
werde; durch den Irrthum nämlich, bei.der Differenziation blofs ‚die unendlich 
kleinen Grölsen derselben Ordnung zurück zu behalten. Denn. wenn; man z.B. 
eine krumme. Linie als ein Vieleck von. unendlich vielen ‚und. kleinen: Seiten, 
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und: die ‘Verlängerung der.letztern ali- Tangentenoder'krumnien Linie betrach- 
te: so sey klar,- dafs man etwas. Irriges voraussetze;: ‘Aber der Irrthüm werde 
in der Rechnung durch die Auslassung der unendlich kleinen Gröfsen, wieder 
verbessert. Dieses könne ‚man: sehr'leicht an Beispielen zeigen, indessen sey 
es schwer, davon einen allgemeinen Beweis zu geben: 

Diesemnach wäre der Differenziàl- Kalkul in seiner ursprünglichen Gestalt 
nichts anders, als eine, Rechnungs -Methode; bei welcher Irrthümer. durch Irr- 
thümer ausgeglichen werden müssen. In der That eine höchst mifsliche Gröfsen- 
lehre!— — weil man, wegen der Schwierigkeit eines allgemeinen Beweises für 
die Nothwendigkeit (Richtigkeit) dieser Ausgleichung, nie wissen kann, ob die 
entgegen gesetzten Irrthümer auch in jedem Fall so beschaffen seyn mögen, dafs 
die ihnen gegenüber stehenden: ganz unschädlich gemacht werden. Zwar wäre 
der Tadel, welcher hier in Absicht auf die directe Methode der Tangenten über 
den Differenzial-Kalkul ausgesprochen wird, leicht zu entkräften; denn es wird 
sich weiter unten zeigen, dafs bei dieser Art von Aufgaben, der Bogen zwischen 
den Incrementen beider Coordinaten: gar nicht als grade Linie, oder als unend- 
- Hoch klein vorgestellt zu werden braucht, indem hier nur nöthig ist, zu drei 
graden Linien eine vierte Proportional-Linie zu suchen, und eine fünfte aus 
dem Endpuncte der vierten durch den Endpunct des Increments der Ordinate zu 
legen, welche nothwendig: den Endpunct der letztern treffen und eben darum 
eine Tangente seyn mufs. Hier ist die höchste geometrische Evidenz, folglich 
kein Irrthum vorhanden, und eben deswegen auch jede 'Ausgleichung von jener 
milslichen Art ganz entbehrlich. Wie aber, wenn die Theorie der analytischen 
Functionen gegen dieses eine übel gewählte Beispiel hundert andere aufstellen 
könnte, vermittelst deren der Anhänger der leibnitzischen Methode überführt 
würde, sie 'sey. nichts anders, als durch Irrthum zu verbessernder Irr- 
thum? — — und die Verbesserung ‘selbst liege so sehr versteckt, dafs es an 
Beweisgründen für ihre jedesmalige Möglichkeit (d. i. Allgemeinheit) fehle? —— 

Es hat zwar Hr. Carnot in seinen Reflexions sur la metaphysique du cal- 
cúl infinitesimal etc. S. 17 u. ff. sich Mühe gegeben, genügend auseinander zu, 
setzen: „pourquoi cette compensation- des 'erreurs commises dans les equa- 
tions a lieu“ -Aber ungeachtet der langen Reflexion, welche Leibnitz dort 
redend eingeführt darüber anstellen mufs, bleibt alles in demselben Zustande, 
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in welchem es die Theorie der: analytischen Functionen gefunden hat. Denn da- 
dürch‘, ıdafs'ımah einen Fehler so klein,.als möglich machen kann, hört.er nicht 
auf, ein Fehler ünd wohl. gar: noch ein. 'grofser Fehler zu seyn; weil die. Be- 
dingung : „so klein als möglich,“ oft-in sehr enge-Schranken eingeschlossen ist, 
Und will man ein Null anstatt des „infiniment petit“ in den Ralkul einführen: 
so wird alles noch fehlerhafter und: schlimmer, wie bereits oben bei der Theo- 
rie der 'Gränzverhältnisse und: künstlichen Nullen -Rechnung 'dargethan wor- 
den ist! A? 

Mufs man also zugeben, dafs die Ansicht, welche die Theorie der analyti- 
schen Functionen vom Differenzial- Kalkul-genommen hat, richtig sey, und dafs 
der Grund seiner „erreurs compensables par: des erreurs“ in den „infiniment pē- 
tits ou dvanouissans“ liege, mit welchen er rechnen soll: so würde ein ganz 
eigenes Verhältnifs zwischen beiden Rechnuzigsarten Statt finden.: -Denn die so- 
genannten Differenzial-Formeln der leibnitzischen erkläret die lagrangesche für 
wahr, obgleich dieses aus der räthselhaften Beschaffenheit ihrer ursprünglichen 
Ableitung, welche auf Irrthümern fufst, . nicht einzusehen ist.“ Und die neue 
Methode mittelt blofs einen andern -Weg-aus, auf welchem der Mathematiker 
zu denselben Formeln gelangen kann, ohne Beihülfe der. irrigen  Vorausse- 
tzung vom Unendlich-Kleinen. Hier ist nun schlechterdings nöthig; zweierlei 
in Erwägung zu ziehen : Exstlich, wie von. den als. wahr vorausgesetzten 
Differenzial-Formeln, durch die Theorie 'der analytischen Functionen: überzeu- 
gend erwiesen werden könne, dafs sie zu Rechnungs-Resultaten führen müssen, 
die nicht leer oder blofs eingebildet sind, sondern sowohl’im Felde der ange- 
wandten als auch der reinen Mathematik einem wirklichen Gegenstande 
entsprechen. Diese. Gewährleistung ist’ die Theorie der analytischen Functionen 
bisher schuldig geblieben : daher fehlt zwischen ihren Deriyations-Formeln und 
den Grundlagen der Gröfsenlehre noch der Zusammenhang ; oder ‚mit andern 
Worten: sie ist, so- wie sie dasteht, nicht genugsam begründet. ‚Fürs Zweite, 
wenn ihr nachgewiesen werden kann, dafs der Begriff des Unendlich-Kleinen 
zwar nicht ausdrücklich aber doch verschleiert bei ihr gebraucht werde: so trifft 
sie derselbe Vorwurf, welchen sie dem ‚Differenzial- Kalkul macht; denn sie 
stützt sich auf verheimlichte Irrthümer, und ist eben darum keinesweges, eine 
verbesserte oder zuverlässiger gewordene Differenzial- Rechnung, Sogar 
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behält die letztere, nach Lagrange’s eigenem Geständnisse ($. 6, $. 108 u. a. ni.) 
den Vorzug einer Einfachheit der Methode und Leichtigkeit der Operation *j. 
Das sind, wenn alles übrige in beiden Rechnungs -Arten sich gegen einander 
aufwiegen sollte, schon keine geringen Vortheile,-und es entsteht noch obenein 
die wichtige Frage, ob dem Functionen-Kalkul dieselbe Allgemeinheit zukomme; 
deren die Differenzial- Rechnung sich rühmen darf, Denn es möchte vielleicht 
noch zweifelhaft seyn, ‘ob jede mögliche Function sich in die hypothetische 
Form f (æ+i)— fx > o fügen könne, nachdem i=o gesetzt worden ist. Fin- 
det dieser Zweifel Statt, wie ihn denn die Theorie der analytischen Functionen 
selbst, z. B. im $. 15, einzuräumen »scheint: so würde sich daraus die Schlufs- 
folge ziehen lassen, dafs ihre Derivation keinesweges eben so unbeschränkt 
sey, als die Differenziation. Eben‘darum wäre denn das ganze Fundament 
des Derivations-Kalkuls nichts anders, als [ein blofses Postulat, nämlich die 
Foderung :„Es mufs für möglich angenommen werden, dafs jede beliebige 
ganze oder gebrochene, rationale oder irrationale: Function, sich in eine Reihe 
von der Form fe + pt gi? tri? t.e... auflösen lälst.“* 
$- 23. 

) Die Theorie der analytischen Functionen stelle folgende Hauptsätze auf: 

x) Die Entwickelung der Functionen in einer Reihe von der Form f(x=+i) 
== FE + pit+ qi? Fri? us. w. enthält die wahren Principien der Differenzial- 
Rechnung. | i 

2) Der taylorsche Satz, welcher sich durch die Theorie‘ der Reihen ‚beweisen 
läfst, kann als das Haupt- Princip des Differenzial - Kalkuls angesehen 
werden. 

5) Man kann in der Reihe fa + pit gi? + ri? +... das i so klein nehmen, dafs 
jedes Glied gröfser wird, als die Summe aller ihm nachfolgenden. 

Dann heifst es am Ende des $. 14.: „dieser Lehrsatz (unter Num. 5.) mufs 
als ein Fundamental-Satz im der hier vorzutragenden Theorie angesehen wer- 


*); In den. Memorie (di Matematica et di Fisica della Societa Italiana delle Scienze, Tom. XIII. 


Part. I. Num. 3. hat. Pietro Paoli. gezeigt, dals der Differenzial- Kalkul auf eine weit 


leichtere Art, ‚als der arbogastis che Derivations-Kalkul, von welchem jener nur ein 


besonderer Fall seyn soll, zu den allgemeinen Untersuchungen und Resultaten: des 
letztern führe, | 
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den. In der Differenzial- und Fluxions-Rechnung hat man ihn stillschweigend 
vorausgesetzt; aber eben darum in jenen Rechnungs-Arten so viele-Blöfsen 
gegeben, besonders bei ihrer Anwendung auf Gegenstände ‚der Geometrie und 
Mechanik.“ Hieraus geht hervor, dafs dieser dritte Lehrsatz der wichtigste ist, 
und jede vergleichende Untersuchung des Kalkuls der Functionen sich eigent- 
lich um ihn drehen mufs. Inzwischen ist es hier doch nöthig, einige Bemer- 
kungen über die beiden ersteren Lehrsätze vorangehen zu lassen. 

a) Der Satz Num. 1. kann aus einem ‘zweifachen Gesiehtspuncte betrachtet 
werden, entweder als berichtigend,,: oder als erläuternd. Im ersteren 
Fall würde er sagen: „der Erfinder des Differenzial-Kalkuls hat'nicht die 
wahren Principien dieser Wissenschaft ‘gekannt,’ denn sonst hätte er seine 
Functionen in Reihen von der, Form: fe + pi + gi? 4 ri? +... entwickeln: 'müs- 
sen;‘“ im letztern Fall aber: „um die‘ der leibnitzischen Differenzial-Rechnung 
zum Grunde liegenden Piincipien zu verstehen, mufs man sich jede Func- 
tion als eine Reihe von der genannten Form vorstellen.“ Bei dem aufmerk- 
sanieren Durchlesen dieser lagrangeschen Schrift, läfst sich kaum bezweifeln, ihr 
Verfasser habe den ersteren'Sinmin den Satz Num. 1. hineinlegen wollen; denn 
es heifst $. 6. : „die verschiedene Art, die Principien der Differenzial- Rechnung 
zu begründen und darzustellen, wie auch diesen Kalkul zú benennen, zeigt 
dafs man seine wahre Theorie noch nicht gefünden hat.“ Ferner sagt der Ver- 
fasser im §-7: € Mr. Arbogast ist-in einer trefllichen Abhandlung auf dieselbe 
Idee von Entwickelung der Functionen in Reihen gekommen. Da er aber 
noch nicht für gut gefunden hat, sie herauszugeben, und ich eine besondere 
Veranlassung hatte, die allgemeinen Principien der Analysis zu entwickeln: so 
kehrte ich zu meinen chemaligen Ideen über die Principien der Differenzial-Rech- 
nung zurück, und stellte neue Betrachtungen an, um sie zu ‘begründen, ‚und 
zu verallgemeinern.“ Endlich lautet der Anfang des $. 8. sehr unzweideutig 
also: „übrigens kann es befremden, dafs diese Ansicht der Differenzial- Rech- 
nung sich nicht schon früher den Geometern dargeboten hat, und beson- 
ders dafs sie Newton dem Erfinder von den Methoden der Reihen entgangen 
ist“ u.s.w. Hienach leidet es keinen Zweifel, dafs der Satz Num.ı. nur auf 
die erstere Art gedeutet ‘werden ‚müsse. ‘Wie hätte auch Lagrange sonst die Be- 
niennung der Differenzial- Rechnung anstöfßsig, oder doch der Sache nicht voll- 
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kommen 'gemäls finden können? Indessen. ‚hält "est nicht, schwer ‘sich’ davon zu 
überzeugen, dafs alle diese tadelnden  Aeusserungen hlofse Vorurtheile sind; 
Wenn es dem französischen. ‚Gelehrten beliebt hätte, tiefer ‘als bis in den algo- 
rithmischen Mechanismus der Differenzial- Rechnung einzudringen í so würde er 
gefunden haben, dafs seine gegenwärtige Functionen-Theorie keine Verbesse- 
rung, sondern blofs eine Erläuterung von-jenervgenannt:werden, und eben da- 
rum der obige Satz Num. 1. nur den. zweiten Sinn haben müsse. Denn wie 
die Theorie der analytischen‘ Functionen gegenwärtig voraussetzt, dafs jede 
_ Function in eine Reihe aufgelöset werden könne, so begriff und überzeugte 
sich Leibnitz ganz vollkommen, ` dals jede veränderliche Gröfse als 
eine Reihe angesehen: werden müsse- Dies ist der Schlüssel zum Ver- 
ständnisse der ganzen ‚Differenzial-Rechnung; und wer ihren eigentlichen 
Sinn nicht verfehlen, oder über ihre Natur nicht unvorbereitet urtheilen will, 
dem mufs jene Grundvorstellung vorher ganz klar geworden seyn. Die leibnitzi- 
schen Reihen weichen von den neuern blofs in Hinsicht .der allgemeinen 
Form ab; denn sie sind da in einer solchen, aber anstatt die heutige schul- 
gerechte Fot pegit r? + ...... zu haben, erscheinen isie, z. B: in dem Com- 
merc. philos. et mathem. Tom. I. pag. 21. u. ff. in der ganz einfachen Gestalt: 
a, b, c, d etc. Iedoch werden sie sogleich von ihren ersten, zweiten und folgen- 
den Differenz-Reihen begleitet, um auf ihren Zusammenhang mit der objectiven 
Gröfsen- Welt hinzudeuten. Denn es ist doch wohl unter allen Fragen, die man 
än den Mechanismus der Zahlen- oder Buchstaben -Rechnung richten kann, kei- 
ne der unwichtigsten : wie werden die Formen dieser Combinationen, Gesetze 
für die Erscheinungen in der objectiven Natur, wenn ich aus den Zeilen todter 
Zahlen und Buchstaben hinaus gehe?— — Die nähere Bekanntschaft mit den 
leibnitzischen Reihen setzt uns bald in den Stand, dies Räthsel zu lösen. Aber 
thut nun auch die Theorie der analytischen Functionen dasselbe, indem sie 
Nämen und Prindip des leibnitzischen Kalkuls ohne seine gehörige Ergründung 
verwirft? — — In der That, es findet sich in der ganzen berichtigenden Schrift 
nichts von dieser tiefer gehenden Belehrung. Anstatt ihrer ordnet sie uns ihre 
Functionen in primitive und derivirte; aber diesen Unterschied kannte die 
Differenzial-Rechnung bei ihrem Entstehen auch schon, denn bei ihr heifst, 
wie unter andern in Leibn, op. omn. Tom. II. pag. 16. Num.Iy., das erste 
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Glied’ der Hauptreihe Terminus generans, und jedes. der nachfolgenden: ein 
Terminus generatus; Die: Theorie der analytischen Functionen hat ihre 
Prime (Erste Function, nach der grüsonschen Uebersetzung) Secunde (Zweite 
Function) Terzie (Dritte Function) u.s. w. ‘Diesen gegenüber stehen im Diffe- 
renzial-Kalkul die Differentiae generatrices, welche die ersten Glieder in 
jeder Differenzen- Reihe sind. Also zeigt sich hier eine Generätrix Prima, Se- 
cunda, Tertiaetc.*) und es ist erweislich genug, dafs diese mit den 'lagran- 
geschen Primen, Secunden‘, Teizien u. s: f. ganz einerlei sind. Aber: hiebei ist 
wohl manchem Leser schon aufgefallen, dafs der Kalkul der Functionen, in Hin- 
sicht des Gebrauchs der Prime, Secunde, Terzie u. sı w..die.Diflerenzial- Rech- 
nung lediglich nachahmt. Es hätte wegen der. Blöfsen dieser letztern (vergl, 
Th. d:a. E: $.14.) 'mit'zur Berichtigung ihrer ‚Principien gehört, eine ‚klare, Ein- 
sicht in die Ursachen zu verschaffen, warum bei der Rechnung mit veränder- 
lichen Grölsen, in sehr vielen Fällen nur die Prime anstatt der primitiven Func- 
tion, in andern aber die Secunde anstatt der Prime, in noch andern die Terzie 
anstatt der Secunde u. s. w. gebraucht werden mufs;, um richtige Resultate zu 
erhalten. Fast jede andere Methode hat sich diese Frage’ aufgeworfen, und so 
gut wie es anging zu beantworten gesucht: daher das Verhältnifs 1:1 bei New- 
êy 


ton und Mac Laurin, das Differenzial - Verhältnifs or” in der, Theorie der Grän- 


zen, der Verschwindungs-Quotient, das-Nullen-Verhältnils u. s.f. bei der künst- 
lichen Nullen-Rechnung. Aber der Kalkul der Functionen schsänkt sich blofs 
auf einen algorithmischen Mechanismus :ein, und umgeht jede Erörterung der 
obigen Frage. Wenigstens hätte irgend ein Lehrsatz oder irgend eine Regel 
über die verschiedene Rechnungsfähigkeit der abgeleiteten Functionen und: ihren 
jedesmaligen Gebrauch vorkommen sollen. Der Lehrsatz hätte z. B. so lauten 
können : „Es darf keine veränderliche Gröfse oder Function. derselben unmittel- 
bar (d. h. in ihrer primitiven Gestalt) in den Kalkul genommen werden‘; und 
um des Beweises überhoben zu seyn, der sich hier nicht rein mechanisch führen 
läfst, hätte man ihn einen willkührlichen Satz oder eine Regel nennen 
mögen. Aehnliche Regeln hätten dann auch etwas über den Gebrauch der Se- 
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*) A. a. O. S. 331. heilst die generatrix prima, Infi iitesima Prima, die generatrix se- 


cunda, Infinitesima Secunda u, s. w. 
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eunde anstatt der Prime, der Terzie anstatt beider vorhergehenden abgeleiteten 
Fünctionen u. s. W. festsetzen müssen, ‘Der obige Lehrsatz (mag er einmal so 
heissen) wird von dem Functionen-Kalkul stillschweigend ‘vorausgesetzt, eben 
darum, weil er nie die primitive Function’ selbst in Rechnung zieht. Die übri- 
gen Regeln mögen wer weils wie heifsen.  Indessen ‘da so wenig-sie, als der 
vorhergehende Lehrsatz mit seinem Beweise: vorhanden sind : so mufs nun die- 
ser Ralkuül'sich gefallen lassen, dafs die Differenzial- Rechnung ihm den Vor- 
wurf der'Blöfse (aus seinem $. 14.) wieder zurückgiebt. 

8) Soll der taylorsche Satz als das Hauptprincip des Differenzial-Kalkuls an- 
gesehen werden, so kommt es natürlich auf einen hinreichenden Ueberzeugungs- 
Grund an. Diesen’ ist aber die Theorie der analytischen Functionen hier nicht 
allein schuldig geblieben, sondern auch ausser Stande zu geben! Denn Erstlich, 
obgleich nicht eingeräumt werden kann, dafs die bekannte Reihe 
x2? > GER Br DK oi o wti > 
2 ðr 2.3 0x2 REE a e aE 
welche man die taylorsche nennt, -deren eigentlicher Erfinder aber Johann 
Bernoulli ist *), mit folgender übereinstimme 


y-Xe— 


x3 PEGI gt Siy 
dx 2 ox? 8.3 ..0%3 2.5.4 


welche Leib niiz bereits im Iahr 1654 aus seiner ee Reihe 
ab c 172577 WR 
17 j rie f '& u nn; 
STESA J bsan: onim OE eie 
u. 8. W. analytisch entwickelt hatte *k); so lieġt in beiden doch eine unverkenn- 
bare Achnlichkeit, "und “man darf dem Erfinder (dieser letzten wohl so viel 
Scharfsichtigkeit und Sinn für Gründlichkeit zutrauen,: dafs. er die taylorschen 
Formen (wenn sie so heissen sollen) die ihm hier sehr nahe'lagen, würde fest- 
gehalten und als Hauptprincipien seinem Differenzial-Kalkul untergelegt haben, 
wenn er sich selbst bewulst gewesen wäre, dafs er auf diesen letztern so blind- 
lings, ‘ohne. vorhergehende Ergründung; seiner Natur, gekommen- sey, und ihn 
z in m x e n N b In, 7 £ 
*) Vergl. Joh. Bernoullis Werke, Th. T. S. 125, Th. 2, S, 488. und Traité de Calc, difér. 
par Charles Bossut T. 1. pag: 444» à Par. an V, 
**) Commerc, philos. et mathem, Tom, I. pag. 2r. 
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noch für. weiter nichts, als. für eine.bequeme Rechenmaschine (mechanisme 
des; operations) ansehen könne. | Räumt’ man dies. ein, ‚so mufs der Differenzial- 
Kalkul schon. ein begründendes Princip: gehabt. haben, und es kann unstreitig 
nicht der taylorsche Satz gewesen seyn. Fürs Zweite, wenn gleich eine gegen- 
seitige Beziehung (Reciprocität) vorhanden ist, in welcher-die Differenzial - Rech- 
nung und der taylorsche Satz stehen, so geht aus ihr doch keinesweges die 
Nothwendigkeit hervor, dafs der leiztere eher gedacht werden müsse, als die 
erstere. Man kann allerdings wohl sagen: eine Art von Differenzialformen 
gebe die taylorsche Reihe, und umgekehrt diese wiederum jene, Aber es ist et- 
was ganz anders, gegenseitige Beziehung dieser Formen, und wesentliche Ab- 
hängigkeit des ganzen Differenzial-Kalkuls von der taylorschen Reihe. Soll die 
letztere begründendes Princip seyn, so mufs bewiesen werden, dafs wenn die- 
ses Princip als nicht vorhanden gedacht wird‘, auch der ganze Kalkul wegfalle, 
Wo hat nun die Theorie der analytischen Functionen diesen Beweis geführt ? —— 
Fürs Dritte, der taylorsche Satz kann bloß auf eine mechanische Weise die 
allgemeinern Differenzial- Ausdrücke, aber keinesweges Aufschlüsse über die Fra- 
gen geben, welche oben in Hinsicht der abgeleiteten Functionen und ihres algo- 
rithmischen Gebrauchs aufgestellt worden sind. . Aus dieser Ursache -kann der 
Kalkul der Functionen immer nur als ein algorithmischer Mechanismus 
(Mechanisme des operations) aber nie als eine Wissenschaft betrachtet werden: 
und so trifft der gegen den Differenzial-Kalkul ausgesprochene Tadel ihn selbst 


wieder. - ; \ 


$. 24. 

Bei der Auflösung der Functionen in Reihen begnügt man sich mehrentheils 
mit den ersten Gliedern, besonders wenn sie von der Art sind, dafs das Gesetz 
der Fortschreitung sehr bald aus ihnen erkannt wird. Ein solches Verfahren 
beobachtend, würde der Kalkul der Functionen seine Reihen an irgend einem be- 
liebigen Gliede abbrechen können, ohne gehalten zu seyn, vollständige Glei- 
chungen in den Kalkul zu bringen. Wenn z. B. f(xti)=(xt i) gesetzt wer- 
den sollte, so mase die ade: re seyn: 


j6 
= feti + In iv, vig 
a febrer ae Ba Ef Haze 
Anstatt dieser 5 man ndie Reihe, deren Gesetz vollkommen bestimmt ist, 


willkührlich abbrechen, und die bekannte Folge durch ein etc. andeuten. An 
M 
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dieser Verstümmelung der Gleichung wird niemand einen Anstofs nehmen, so- 


bald er nur die ersten Begriffe von der Verwandelung der Functionen in Reihen 
inne hat. Bis hieher würde nun jeder, Einwand gegen das Verfahren des Func- 
tionen- Kalkuls, dafs er nur einige wenige Glieder aus der Reihe in Rechnung 
nimmt, ganz nichtig seyn. ge aber in folgenden allgemeinen Reihen 


fe + ifx + — fix + ete. 
ifa t ifie p ft etc 


fæ ife FE fire + etc. 


nicht nur das erste, sondern auch jedes nach dem zweiten folgende Glied. weg- 
geworfen wird: so entsteht natürlich die Frage, welche arithmetischen Gründe 
zu diesem Verfahren. berechtigen. Will man hier nicht eingestehen, dafs der 
Functionen- Kalkul die Differenzial- Rechnung: blofs nachahmt: so verdient es 
Tadel, dafs für das Wegwerfen des ersten Gliedes in der entwickelten Reihe kei- 


ne Gründe angesehen werden. Oder mufs man einräumen, ‚dafs der Abzug der 
fx von fe + if + — fi» + etc. der alleinige Grund sey, warum das erste Glied 


aus .der Reihe wegfalle: so ist ja offenbar Pi: = pP tete, eine Differenz; 


und wie kann dieser neue Derivations-Kalküul sich von dem gemifsbilligten 
Namen einer Differenzen-Rechnung lossagen? — — Was das Wegwerfen 
der Glieder nach dem zweiten betrifft, so läfst sich, trotz des obigen dritten 
Lehrsatzes oder Fundamentalsatzes, ganz und gar kein nothwendiges Gesetz des 
Kalkuls dafür nachweisen, sondern es herrscht bloßse Willkühr, wenn gleich 
der Kalkul der Functionen sich stellt, als wäre ein ral Zwang vor- 
handen, die Reihe rückwärts bis an das zweite Glied abzubrechen. Denn sein 
Fundamentalsatz berechtigt höchstens zu der Behauptung: „Es ist wohl kein 
Fehler, wenn man etliche Glieder in der Reihe wegläfst; weil die Gröfse ; 
jederzeit so klein genommen werden kann, dafs jedes vorhergehende Glied grös- 
ser ist, als die Summe aller nachfolgenden.“ Zugegeben dafs grade darum et- 
liche Glieder vernachläfsigt werden dürfen: so führt diese Erlaubnifs durch- 
aus nicht den Zwang herbei, dafs die Vernachläfsigung sich jedesmal bis an 


- 
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das zweite Glied der Reihe erstrecken müsse. Vielmehr liegt in der Beschaf- 
fenheit des Restes, wenn er nämlich aus dem Gesichtspuncte der Theorie der 
Reihen betrachtet wird, eine Auffoderung, nach dem zweiten so viele Glieder 
als möglich beizubehalten. Denn die abgebrochene Reihe ist hier ein blos- 
ser Annäherungs-Ausdruck; und die Annäherung mufs desto größer seyn, je 
weniger Glieder vernachlässigt werden. Es ist also gar nicht einzusehen, dafs 
der Kalkul der Functionen aus seinem Fundamentalsatze einen Grund :herneh- 
men könnte, von der jedesmaligen Reihe nur das zweite Glied, und ausser 
diesem nichts weiter beizubehalten. Eben darum würde dieser Satz in die Dif- 


ferenzial- Rechnung übergetragen keine sonderlichen Dienste leisten, oder gar 
Blöfsen decken; denn man bleibt unter seinem Geleit imme: in Ungewilsheit, 
ob und wie viele Glieder der Reihe man mit Recht wegwerfen dürfe. Ueber- 
dies kommt es nun auf die Frage an ; wie grofs oder wie klein mufs die unbe- 
stimmte Gröfse i genommen werden? Die Bedingung des Kalkuls der Functio- 
nen ist, sie so klein zu setzen, dafs jedes Glied grölser wird, als die Summe 
aller nachfolgenden. Man sieht sofort ein, dafs i ein Bruch, und wenn gleich 
nicht in allen, doch in denjenigen Functionen, die nicht gebrochen sind, und 
keine grofsen Factoren mit negativen Exponenten enthalten, ein sehr kleiner 
Bruch seyn müsse. Durch diese Bedingung aber wird der Unterschied zwischen 
dem Kalkul der Functionen und der Differenzial-Rechnung, aus dem lagrange- 
schen Gesichtspuncte betrachtet, noch unstätiger; denn angenommen, dafs in 
dem leibnitzischen Infinitesimal-Kalkul, das heifst in der Anwendung der Diffe- 
renzial-Rechnung auf Geometrie, unter der Vernachlässigung einiger Glieder 
„ob incomparabilitatem“ nicht Mangel an Vergleichungsfähigkeit, sondern 
Mangel an Gröfse, das heifst Kleinheit zu verstehen sey: so hat ja der Kal- 
kul der Functionen, zufolge seines Fundamentalsatzes, keinen andern Grund 
der Vernachlässigung, als grade diese Kleinheit. Uebrigens mufs hier vorläu- 
fig bemerkt werden, dals die Differenzial-Rechnung eben so wenig, als der 
Functionen - Kalkul genöthigt ist, sogenannte unendlich-kleine Gröfsen in Rech- 
nung zu nehmen. 

Stellen wir jetzt eine Vergleichung zwischen beiden Rechnungsarten an, so 
mufs die neuere wie die ältere Differenzen gebrauchen; jene wie diese einerlei 
Entwickelungs-Methode der Differenzen höherer Ordnung befolgen; die erstere 
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wie die letztere einige Glieder dieser Differenzen vernachlässigen, und jede von 
beiden, wenigstens Kürze halber, die Veränderungs-Gröfsen i oder: ôx u. dgl. 
sehr klein annehmen. Hier findet gar kein wesentlicher Unterschied Statt, wenn 
gleich i in dieser oder jener Nebensache etwas Abweichendes vorhanden isti: Ueber- 
dies leuchtet es klar genug ein, dafs der Fundamentalsatz_ des neuern Kalkuls 
gar nicht geeignet ist, die Zweifel und Einwürfe in Hinsicht der Vernachlässigung 
aller Glieder in der Reihe ausser dem zweiten zu heben. Hieraus lälst sich denn 
die Folge ziehen :. giebt die Diferenzial -Rechnung Blöfsen, so muls es die Theorie 
der analytischen Functionen auch; beruhet jene auf irrigen Voraussetzungen, so 
theilt diese solche mit ihr. . 
| $. 25. i 

Noch ist zu untersuchen, -ob die lagrangesche Theorie den Begriff des 
Unendlich-Kleinen, oder auch nur des leibnitzischen „indefinite parvi“ 
(d.h. anbestimmt Kleinen, vergl. Leibn. Op. omn. Tom. IIL, pag. 193 u. a. O.) 
welches dort im -§. 4. difference indéfinie *) genannt wird, überall vermeiden 
könne. Dieses indefinite parvum scheint, nach der gewöhnlichen Ansicht des 
Differenzial-Kalkuls, unter andern bei der Differenziation der trigonometrischen 
Functionen, und namentlich des Sinus eines veränderlichen Bogens, durchaus 
etwas Unendlich - Kleines, oder eine Differenz =o seyn zu müssen, damit ein 
Cosinus = 1 zum Vorschein kommen könne. Das führt aber zu einem offenba- 
ren Widerspruch; denn eine Differenz = o ist keine Differenz, und gleichwohl 
wird eine wirkliche Zu- oder Abnahme des Bogens erfodert, weil er ohne diese 


‚aufhören würde sich zu verändern. Um hier den Widerspruch zu vermeiden 


sieht man sich genöthigt, einen Cosinus = = 1 zu setzen, der nicht im strengsten 
Sinne, sondern blofs beinahe = ı ist. Wie weicht nun der Kalkul der Func- 
tionen dieser Klippe aus? — — Er entwickelt nach einer bekannten. Methode in 
seinem $. 25. ein Paar Reihen für den Sinus und Cosinus, in welchen diese 
trigonometrischen Linien durch ihre Bogen ausgedrückt sind, nämlich 
x3 x> 
sin = Ax — 4? — + 4’ —— — ete. und 
P 2.3 2.5-4.5 
cos x= 1 — 42 un d* -E 


nn Fr Q . 5 . 
*) Dies hätte in der grüsonschen Uebersetzung durch unbestimmte nicht aber durch 
„unbegränzte“ Differenz gegeben werden sollen. | 


— etc. 
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Mit Hülfe des arciimedischen Grundsatzes; dafs der Sinus kleiner und die 


a 


N 16% J| x . D . eà O 
Tangente gtölser, als en zwischenliegende Bogen sey, wird für „ul oder 


auch für jedes noch kleinere- y erwiesen, -dals in Beziehung auf die Kreislinie 
der Coeficient A= 1, seyn: müsse.: Daher 


j Iagi y3 %5 
sin y n— — + - — etc. und 
8.5 2.35-.4:5 . 
yt 
cos x = g — In + — etc. 
r 2.3-4 
Nach der Analogie hat man eben so 
; 2: ; t: i i 
šin ii ae. imdi at — etc, und 
2.5 AT BER 
; E it 
cos iz h— 21°. + — etc, 
2.3.4 


ra 
Wird nun in der allgemeinen Reihe f (x +i) = fs tif» + — f'x+.ete. sinx 


anstatt fx gesetzt, so giebt der dortige $. 29. sin (x + = sin x cos i+ cos xsini, 
und wenn einerseits sin ¿ nebst cos ? mit den vorhergehenden Werthen, 
andererseits die unnützen Glieder dieser letztern mit einem schicklichen 
Et-Cetera vertauscht werden, den Ausdruck: 
sin (x +i) = sin x (1-—ete.) + cos x (i—etc) = sin x + i coso, 

also wenn’ das erste Glied durch Abzug w egfällt, sin(rti)— sin x =i. cos 3, 
welches in die Sprache der Differenzial- - Rechnung übersetzt ð (sin x) = cos x. ðw ist. 

Beurtheilt man diese Entwickelungs- Art der Function i cos x ganz unpar- 
theiisch,. so ist es nicht möglich, ihr in Vergleichung mit der im Differenzial- 
Kalkul gebräuchlichen einen Vorzug einzuräumen. Denn angenommen, dafs die 
Vernachlässigung aller ausser dem Gliede cos x. &x vorhandenen Differenzentheile 
sich blofs durch die Kleinheit des 8% rechtfertigen lasse, so "hat die Theorie 
der analytischen Functionen in der That keinen andern Grund, um es gut zu 
heissen, dafs sie bloß ihr i cos x zurückbehält. Uebrigens mögen die obigen 
Reihen für sin è und cos: auch noch so schnell convergiren, es kann sich wes 
der £i?2 noch irgend. eine höhere Potenz von i dem Werthe Null möglichst nä- 
hern, wenn nicht dieser Binomial- Theil unermelslich- oder unendlich- klein ge- 
nommen wird. Eine Bedingung, welche bei einigen Aufgaben aus: der Geometrie 


x 
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grade so uncrlafslich ist. Hieher gehört unter andern die Rectification der Cur- 
ven, und die Bestimmung krummer Oberflächen konoidischer oder sphäroidischer 
Körper im $. 136 u. $. 137. der lagrangeschen Schrift. Sie geht hier von dem 
archimedischen Grundsatze aus, der Bogen sey länger als seine"Sehne,, äber kür- 
zer, als beide Abschnitte der Tangenten (Polygenseiten) welche man an seine 
beiden Endpuncte zieht. Es wird also der Bogen zwischen zwei Gränzen einge- 
schlossen, welche die Functionen iỌx und i®(x+i) sind. Um sich das Anse- 
hen zu geben, als brauche hier der Binomial- Theil ¿ nicht unermefslich klein zu 
seyn, wird beiläufig die Erlaubnis ertheilt, den letztern so klein zu neh- 
men, als man immer wolle. Das ist aber eine blofse Redensart, und jeder 
Unbefangene sieht wohl ein, dafs hier nicht mehr Willkühr, sondern Zwang 
herrscht. Also abgesehen davon, dafs es noch in Zweifel gezogen werden muls, 
ob der hier zum Grunde gelegte archimedische Satz ein wirklicher Grundsatz 
genannt werden dürfe, und nicht erst einen strengen Beweis 'erfodere *), so 
wird die Theorie der analytischen Functionen sich dennoch so wenig in diesem, 
als in andern Fällen, wo: die Betrachtung der Figur (consideratio .Aguralis, wie 
es Leibnitz nannte) ihr Zwang auferlegt, von dem Gebrauch des sogenann- 
ten Unendlich - Kleinen: ganz lossagen können.. Denn wenn gleich ihr Funda- 
mentalsatz die Vernachlässigung einiger Glieder gutheissen darf, so kann 
er doch fürs Erste sie` niemals berechtigen, eine bestimmte Anzahl weg- 
zuwerfen, wenn sie nicht zugleich um anderer Bedingungen willen, nämlich 
wegen der ausserordentlichen Kleinmheit u, s.w., von selbst wegfallen; fürs 
Zweite kann .er.noch weniger vorschreiben, das i nicht kleiner als diese oder 
jene willkührliche. Gröfse, z. B. nicht kleiner als eine Bogenminute, Bogen- 
secunde u. dgl. zu, denken, damit das Unendlich-Kleine vermieden werde; denn 
hiebei kommt'es nicht auf den Fundamentalsatz an, sondern auf die Bedingun- 
gen, welche die zu betrachtende Figur und irgend ein bei ihr zum Grunde lie- 
gender geometrischer Satz mit sich führt. Dies alles lehret uns, dafs der Kal- 
kul der Functionen hier gar nicht besser dran sey, als die’ Differenzial-Rech- 
nung. ` Aber welches Recht ‚hat nun jener zu behaupten, dals diese wegen des 


*) Vergl. Sehr leichte und kurze Entwick. einiger mathem, Theorien von J, Schulz, 1805. 
S. 224; ingleichen Anfangsgründe der Differenzialrechn, nach en Theor, de fonct. 
analyt, von Rohde, 1798. Vorrede S. VL 
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Gebrauchs ihres ‚indefinite parvi“ in Irrthümern stecke, da er doch selbst es 
nicht“ vermeiden kann, in dieselben ‘Irrthümer hinein zu’ gerathen? —— Ist 
nicht eben darum die angebliche Verbesserung ‘der Differenzen - Methode’ eine 
blofse Anmalsung? — — War die Differenzial- Rechnung wirklich einer Verbes- 
serung benöthigt, weil: ihre 'Pririeipien Irrthümer seyn sollen : so mufste der 
Anfang damit gemacht ‘werden, dafs man: untersuchte, ob nicht jede leibnitzi- 
sche Differenzial- Formel an sich falsch, und ein Ding séy,” was zu nichts füh- 
re? Denn die Principien des Differenzial-Kalkuls sind seine Grundbegriffe, und 
seine Formeln Schlüsse aus diesen, als ihren Vordersätzen. Es ist aber logisch 
unmöglich, aus irrigen Voraussetzungen gradezu wahre Schlufsfolgen zu ziehen. 
Eben darum hätte Formel für Formel, nach  den- allgemeinsten Grundbegriffen 
einer Rechnung mit veränderlichen Gröfsen, “erst geprüft, und hierauf der bes- 
sere analytische Weg gezeigt werden müssen, welcher zu den richtig befundenen 
leibnitzischen Ausdrücken hinführt, ohne in die (angeblichen) leibnitzischen Irr- 
thümer zu stürzen. Wollte man sagen, diese Formeln müfsten schon deshalb 
für gültig und wahr gehalten werden; weil die neuere Theorie durch ihren Me- 
chanismus der Operation ganz dieselben hervorhringe: so läfst sich gegen diesen 
Erweis der Rechtmäfsigkeit noch Manches einwenden. Fürs Erste, warum be- 
hält dieser neue französische Kalkul in seinem Mechanismus den Abzug der ur- 
sprünglichen Function von der binomisch veränderten bei, wodurch er sich dem 
Tadel aussetzt, dafs er die Benennung der Differenzial-Rechnung als unschick- 
lich verwerfe, und gleichwohl selber nichts anders, als eine Differenzen - Rech- 
nung sey? Angenommen, dafs die neue Theorie von diesem Verfahren keinen 
Gebrauch gemacht, und fürs Zweite auch eine ganz andere, wo möglich noch 
viel allgemeinere Form ihrer Hauptreihe, z. B. fx = Axe + Bx? + Cx” + DX + u 
s. w. gewählt hätte: würde unter diesen veränderten Bedingungen dennoch 
dieselbe einmal vorhandene Gestalt der abgeleiteten Functionen oder Differen- 
zial- Formeln zum Vorschein gekommen seyn? — — Die Unmöglichkeit irgend 
einer Abweichung fällt hier nicht von selbst in die Augen : daher wäre es äus- 
serst verdienstlich gewesen, einen Beweis für sie zu geben; denn jetzt hätte 
man überzeugend eingesehen, dafs in dem Functionen-Kalkul nichts Gesuch- 
tes (Nachgeahmtes) liege, und so wäre dann für immer entschieden gewesen: 
es gebe nur diese eine richtige Art mit veränderlichen Gröfsen zu rechnen. 
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Da es’ aber der neuern Theorie nicht gefallen hat,:sich:auf-diese wichtige Unter: 5 
suchung einzulassen : :so ist sie'eben darum viele,und grofse Anfoderungen schul- 
dig geblieben. Doch sie wollte zufolge ihres $..9:. einen ‚Kalkul:-erfinden , :des- 
sen Principien frei’ von aller Erdichtung und Metaphysik. seyn sollten. Mit Er- 
dichtungen können- die Principien einer‘ mathematischen Analysis allerdings nicht 
bestehen; wohl ‚aber ‚vertragen sie sich. mit, philosophischen Reflexionen, die 
noch grade wicht der mechanische Kalkul selbst ‚sind. Vielleicht -verschmähete 
die Theorie der: analytischen Functionen auch. diese. letztern, um weiter nichts, 
als rein mechanischer Algorithmus zu seyn. Wenn. das ist, so wird ihr freilich 
das Prädikat eines Meisterwerks von dieser Art niemand streitig machen. Aber 
eben so gewils darf hoffentlich auch die ältere Theorie der Differenzial- Rech- 
nung sich dieses Lob aneignen, man mag sie von. Seiten ihres ‚Mechanismus 
oder ihrer philosophischen Begründung betrachten. 


Zweite Abtheilung. 


Erster Abschnitt 7 


Darstellung der allgemeinen Differenzial-Rechnung, gegründet auf des 
deutschen Erfinders eigene Erklärungen. 


Alle Vergleichung der Gröfsen, sie mögen ununterbrochen zusammenhängende 
(continuirliche) oder vereinzelte (discrete), feste oder flüssige, wägbare oder un- 
wägbare, ruhende oder bewegte, beständige oder veränderliche u.s w. seyn, 
fängt mit dem Verhältnisse an. ‚Dieses letztere hat bekanntlich. zweierlei 
Formen, die sogenannte arithmetische und geometrische. Wo nicht eine 
von beiden Statt findet, da’ hört auch jede messende*) Vergleichung. auf, so 
dafs die Gränzen der Verhältnisse zugleich die Gränzen des. ganzen Gebiets der 
Gröfsenlehre sind. ‘Wer hieran zweifeln wollte, der dürfte nur einen Blick auf 
das unbauliche Feld einer mathesis intensorum werfen, und jeder Zweifel. würde 
gehoben seyn. Alle Naturgesetze in. der sich‘mischenden und entmischenden, 
in der organisirten.und unorganisirten Körperwelt, lassen sich ‚auf Verhältnisse 
zurückführen; und will man’ jene finden, so: müssen. diese vorher gesucht wer- 
den. Verstattet uns der physisch erfüllte Raum, so wenig er auch'an sich) be- 
trachtet eine todte Zahl oder Zahlen-Schichtung seyn mag, nur auf irgend eine 
Art eine Vergleichung in Verhältnissen; „sosunterwirft. er sich. eben’dadurch den 
Gesetzen der Zahlenlehre; diese schreibt ihm Veränderungen vor, .die er befol- 
gen mufs, oder sieht seine Erscheinungen, als wären sie-Erzeugnisse ihrer Be- 
rechnungen, in weit entfernter: Zukunft voraus. Hierin. gründet, sich die Mög- 
lichkeit, dafs die arithmetischen Formen und Wechselverbindungen Gesetze für 


S Anmerkung: Die E A hat zwar auch ihre Vergleichungs- Stufen; sie sind aber 
nie dutch Zahl bestimmt, also nie messend, 
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die Aussenwelt werden müssen; denn sobald- uns diese Verhältnisse darbietet, 
sind Proportionen und Gleichungen ein nothwendiger Erfolg von jenen, und die 
Gröfsenbeziehungen in der objectiven Natur, werden mit den Gröfsen - Beziehun- 
gen der Arithmetik Eins. 
$. „27. 
Alle Verhältnisse, man mag sie arithımetisch oder geometrisch nennen, zer- 
fallen in zweierlei Arten, in beständige oder stehende, und unbeständige 
oder veränderliche (fiefsende, fluxions).| Mit den letzteren läfst sich nicht eher 
so wie mit beständigen rechnen, als bis sie stehend gemacht (fixirt): worden 
sind. Eine schwierige, ‚Aufgabe, ` zu weicher die ältern Mathematiker, vor der 
vollkommenern Theorie der Reihen, zwar vorgearbeitet, aber sie nicht gelöset 
haben. Das Bedürfnifs dieser Umwandelung veränderlicher Verhältnisse für die 
Dauer der anzustellenden Rechnung selbst, haben alle denkenden Ma- 
themiatiker deutlich gefühlt; denn man hat sich Mühe gegeben, hier auf etwas 
Stehendes zu kommen. Am deutlichsten finden wir dies ausgesprochen bei den 
berühmten Analysten gegen das Ende des ız7ten und im Anfange des ı$ten Jahr- 
hüunderts. ‘Darum ersann’Jsaac Newton sein Verhältuifs T: r, von welchem 
oben erwiesen worden ist, dafs es durchaus nicht überall State Anden und all} 
gemein stellvertretend seyn kann. "Dieselbe Absicht haben spätere Versuche, na- 
mientlich in der Theorie der Gränz.'Verhältnisse und’ in der künstlichen Nullen- 
Rechnung gehabt: Ein’ Beweis)” dafs man’ bei tieferem Nachforschen immer auf 
denselben Punct hingekömmen ist, von welchem der. Differenzial-Kalkul aust 
ging, und dafs ‚dieser nie milszuverstehen oder gar für Irrthumı anzusehen gewe- 
sen seyn würde, hätte man seines Erfinders Vorstelling von einer veränderlichen 
Gröfse richtig anfgefalst, 
$. 28 
- Sollen Rechnungsformen einem Gegenstande in der äufsern Größenwelt ent- 
sprechen ; so ist eine gewisse Uebereinstimmung oder Gleichförmigkeit nöthig 
zwischen den arithmetisch abgezogenen Gröfsen und demjenigen, worauf sie 
sich beziehen, wenn dies letztere selbst als Zahl betrachtet wird. Daher müssen 
bei beständigen Verhältnissen auch die Verhältnifs-Glieder den behsichtieten 
Gröfsen proportional seyn. Wenn z. B. für die Berechnung einer gleichför- 
migen Bewegung das Zahlenverhältnils der Zeit == 1 ; 3 genommen wird : so mufs 
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die wirklich:verflossene Zeit 'ebenfalls das Dreifache ‘von. der Zeiteinheit: seyn; 
denn sonst würde der wirklich durchlaufene Raum nicht. dem ‚Dreifachen der 
Raumeinheit (Geschwindigkeit) gleich kommen. Aber wie hier Gleichförmigkeit 
der bezeichneten und bezeichnenden Verhältnils-Glieder erfodert wird, so mufs 
dieselbe auch bei den. Gliedern veränderlicher Verhältnisse Statt finden. Hierauf 
bezieht sich die merkwürdige Stelle in den Actis: Erud. Lips. 1684, pag. 467. seq. 
„Demonstratio omnium facilis -erit im his: rebus versato, et hoċ-unum consi- 
deranti: ipsas x, &y..... ut ipsarum X; Y....... (cujusque in sua- serie) dif- 
ferentiis seu incrementis et decrementis momentaneis proportionales haberi 
posse.“ Es ist also nicht erlaubt, für die bezeichnenden Gröfsen ganz, willkühr- 
liche Zahlenformen zu gebrauchen; denn wo die vorhin erwähnte Gleichförmig- 
keit fehlt, da läfst sich vernünftigerweise keine Uebereinstimmung der Rechnung 
mit dem berechneten Gegenstande erwarten. Es würde z. B. höchst widersinnig 
seyn, die Summe einer arithmetischen Reihe vom ersten Range, für den Kubik- 
inhalt einer Pyramide ansehen zu wollen, da’doch dieser Körper eine arithmeti- 
sche ‚Reihe vom zweiten Range bildet, ‘Eben darum hat man auch überall die 
Uebereinstimmung der Natur einer veränderlichen Gröfse in. der. physischen Kör- 
perwelt mit der reinen Zahlenform zu berücksichtigen; weil ohne diese Ueber- 
einstimmung unmöglich die letztere für jene gesetzlich oder folgegebend ‚seyn 
kann. Wer z. B. eine arithmetische Reihe vom ersten Range, die t: Glieder hat, 
summirt, um die Fallhöhe eines Körpers in der widerstehenden atmosphärischen 
Luft für t Zeiteinheiten zu bestimmen, der begeht eine Inconsequenz, indem er 
die freie beschleunigte Bewegung mit der gehinderten verwechselt, und in seiner 
Berechnung eine arithmetische Form unterschiebt, welche mit der zu berechnen- 
den Gröfse keine Aehnlichkeit hat, oder wo nicht Glied für Glied und Zuwachs 
für Zuwachs in dem Bezeichnenden und Bezeichneten proportional ist. Mag 
man hieraus die Wichtigkeit der vorhin angeführten Stelle erkennen, und einse- 
hen lernen, dafs zur Begründung einer Rechnung mit veränderlichen Gröfsen 
mehr nöthig ist, als. eine Menge arithmetischer Formen zu erfinden, die zwar 
unter sich von einander abhängig sind, aber auch auf nichts ausser sich 
eine nothwendige oder. evident erweisliche Beziehung haben. Es war vor dem 
Daseyn des Differenzial-Kalkuls keine kleine Aufgabe, was für eine arithmeti- 
sche Gestalt man den veränderlichen Grölsen geben müsse, um die unentbehr- 
No2 


100 


liche Proportionalicät‘ zwischen . dem Bezeichneten und Bezeichnenden überall 
festhalten zu können. iz Rfi ‚Er ; 7 
uiojaið SEN 96729. 

:Der Differenzial-Kalkul stellt seine veränderlichen Gröfsen unter der Gestalt 
arithmetischer und’geometrischer Reihen dar. ' „Ego incepi calculum 
differentialem a numerorum seriebus“.....: sagt Leibnitz im Comtn: philos. 
et mathem: Tom. I. pag. 380., wo er zugleich einen höchst merkwürdigen Unter- 
schied zwischen seinem Calculo generali und speciali, scil. geometrico seu 
infinitesimali andeutet. Die beiden Hauptreihen sind, wenn p die anfängliche 
Differenz und g den“ anfänglichen Verhältnifs-Exponenten bezeichnet, im All- 
gemeinen folgende : ; ; 

1.0, FB RR; x+ i E D TLRS 
aeadh arg, arg" X arg” > SA 
TE ya, Ya BaO 

Aus ihnen gehen noch zwei Nebenreihen hervor, die bekannte Binomial- 
Reihe, wenn jedes Glied der ersten auf eine beliebige ‚Potenz n erhoben wird, 
und eine logarithmische Reihe, wenn man entweder a oder a® oder y* u. dgl. 
als den veränderlichen Logarithm einer veränderlichen Gröfse betrachtet. Für 
den Fall, dafs x einen veränderlichen. Kreisbogen bezeichnet, bleibt die. Reihe 
unter I. gültig, und man hat nacheinander die trigonometrischen Functionen:; 

sin x, sin (e+p), sin (@+mp), sin (o#m'p)..... 
cos x, cos(x+p), cos (a+mp), cos (e+tmp).. 
tang x, tang (x+p), tang(@+mp), tang (x+m'p) u. s. w. 

Hier mufs nun gleich bemerkt werden, dafs alle Mifsverständnisse in Hinsicht 
der Grundbegriffe des Differenzial-Kalkuls, lediglich aus der Nichtbeachtung der- 
jenigen Glieder in den beiden Hauptreihen entstanden sind, welche auf das zweite 
folgen. Es ist daher nöthig, mehr als zwei Glieder in Betrachtung zu zie- 
hen, so.oft es darauf ankommt, die Natur dieses Kalkuls auseinander zu Setzen, 
und sich die Ueberzengung zu verschaffen, dafs er so wenig das Werk eines 
glücklichen Zufalls, als das Erzeugnifs von Irmthümern, sondern bis in seine 
letzten Elemente völlig durchdacht sey. Wie aber, wird man fragen, hat-L eib- 
nitz alle Veränderungen objectiver Gröfsen in der Gestalt theils einer arithmeti- 
schen, theils einer geometrischen Reihe darstellen dürfen? Wie konnte er er- 
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warten, ‘dals"einerseits’ diese beiden algörithmischen Formen alle Formen verän- 
derlicher Gröfsen erschöpfen würden, und dafs andererseits bei der Anwendung 
dieser zwei Grundformen überall zwischen den bezeichneten und bezeichnenden 
Gröfsen die benöthigte Proportionalität oder Gleichförmigkeit bleiben müsse? —— 
Hierauf läfst sich antworten: die beiden leibnitzischen Hauptreihen sind darum 
so allgemein und geserzgebend für die Aussenwelt, weil sie aus ihr unmittelbar 
hervorgehen. Denn wir können im Gebiete’ der angewandten Gröfsenlehre nie 
anders messend vergleichen, als mit Hülfe “arithmetischer und geometrischer 
Verhältnisse. ° Nun giebt aber irgend eine regelmäfsige Folge von arithmetischen 
oder geometrischen Verhältnifs-Gliedern jederzeit eine Progression dieser Art. 
Eben darum’ schreibt die ganze Aüssenwelt sich diese Form ihrer veränderlichen 
Gröfsen vor, und 'die beiden Hauptreihen der Differenzial: Rechnung, erhalten 
dadurch als bezeichnende Gröfsen eine Allgemeinheit. - Wir dürfen in der That 
nicht weit suchen, um diese Reihen aufzufinden. So giebt der freie Fall der 
Körper die Reihe 38, 38, 58, 78 u. 8’w., welches eine arithmetische Reihe vom 
ersten Range ist. "Auch kann man sich leicht überzeugen, dafs der Differenzial- 
Kalkul, er mag auf Gegenstände der Physik und Mechanik, ‘oder auf geometri- 
sche Figuren u.s. w. angewandt werden, überall mit denjenigen Veränderungs- 
Formen ausreicht; ‘welche aus -der obigen arithmetischen" und geometrischen 
Reihe hervorgehen. Denn da keine von beiden in Hinsicht ihrer Glieder, und 
nanientlich der Gröfsen m, p und’ g, an gewisse Schranken der Veränderung 
ihrer Werthe gebunden ist: so steht es frei, jede Hauptform sich unzähligemal 
abgeändert zu denken, und besonders bei der arithmetischen bis zu einem unend- 
lichsten Range fortzugehen, um die jedesmalige Gestalt der Veränderung unbe- 
ständiger Gröfsen zu bezeichnen, wie mannichfaltig sie auch immer seyn mag, 
Welche Fülle ist hier mit der gröfsten Einfachheit gepaart! 


$. 30. p 
Die vollständige Erkenntnifs der Gründe, auf :welchen. das ganze algorith- 
mische Verfahren der Differenzial- Rechnung beruhet, hängt zu sehr, von dem 
wahren. Begriff einer veränderlichen Gröfse ab, als dafs es nicht nöthig seyn 
sollte, diesen letztern noch näher zu bestimmen.. Da er aber nicht. willkührlich 
seyn darf, so kann man hier von der Betrachtung einer veränderlichen Grölse 
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ausgehen , wie sie in der Natur vorkommt. Es giebt unter andern die gleich- 
förmig beschleunigte Bewegung .im freien. Mittel ‚folgende arithmetische, Reihe 
vom ersten Range: pii 
é gtg, gte. og, Sr3. 28 ig pite, rag, 
welche eg zur beständigen Differenz ‚hat. . -Diese Reihe ist so. beschaffen, dafs 
für'jeden einzelnen Zeittheil immer ‚nur cin einziges Glied vorhanden, jedes 
vorhergehende gleichsam verschwunden, und keins der nachfolgenden mit dem 
eben gegenwärtigen schon gleichzeitig da ist. Wenn daher die beschleunigte Be- 
wegung länger als eine einzige Zeiteinheit dauert, so kommt eine veränder- 
liche Grölse zum Vorschein.: Diese ‚besteht in jedem Zeittheile n, aus der 
Stammgrölse g und der (n—ı)-fachen: Differenz og, die hier ein Increment 
genannt werden mufs. ‘Die ganze Veränderung beruhet also darauf, dafs ein und 
dasselbe g von Zeiteinheit zu Zeiteinheit einen Zuwachs erhält. Bei einer der 
Richtung der Schwere grade entgegengesetzten Bewegung, würde diese (n—ı)- 
fache Differenz eine Verminderung, also ein Decrement hervorbringen....Bil- 
- det man sich jetzt nach der Form dieser von der .Natur gegebenen Reihe, eine 
ihr in der Bezeichnungsart des Differenzial-Kalkuls entsprechende, so hat sie 
folgende Gestalt : 
x, xhöx, wtodx, pgx, ara... x+ (n—1)0x 

und es leuchtet ein, dafs wie x dem g, so ôx dem 2g proportional bleibt. Uebri- 
gens gilt hier, was bereits vorhin bemerkt wurde, dafs fürs Erste in jedem 'ein- 
zelnen Zeittheile, so grofs oder klein er auch immer seyn imag, von der gan- 
zen Reihe nichts mehr, als ein einziges Glied vorhanden ist; fürs Zweite, dafs 
x blofs darum veränderlich ist, weil es mit jeder kleinern oder 
gröfsern Zeiteinheit einen neuen Zuwachs oder eine neue Abnah- 
me leidet. Hält man diese Bedeutung der Veränderung nicht fest, so las- 
sen sich bei der Erklärung des Mechanismus der Differenzial-Rechnung schwer- 
lich alle Mifsverständnisse vermeiden. Man muls aber wohl unterscheiden Ver- 
änderung und Veränderlichkeit einer unbeständigen Größe. Es giebt 

nämlich allerdings noch eine Veränderlichkeit, welche dem x nicht abge- 
sprochen werden darf, und welche darin besteht, dafs ihm alle zwischen Null 
und Unendlich liegenden Werthe zukommen können. Aber wie in der Theorie 
der Functionen kein x verstattet wird, welches für die Dauer des besondern 
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Fiechnungsfalles in jedem Gliede einen andern Werth-hat, weil dies auf Wider- 
sprüche führen würde: so mufs auch. hier das. verschiedener ‚Werthe zwar fähi- 
ge x, indem es eine veränderliche:Gröfse oder eine Reihe bildet, ‚gleichwohl nur 
Einen Werth haben ‚der mehrere'Zeiteinheiten hindurch derselbe bleibt, ‘Denn 
die im Differenzial-Kalkul gemeinte Veränderung (nicht Veränderlichkeit) be- 
ruhet lediglich auf den momentanen Incrementen und Decrementen. "Dafs. die 
Sache sich in- der That so verhalte, ist leicht einzusehen. _ Iedermann zieht beim 
Differenziiren das erste Glied der, Reihe - vom zweiten. ‚ab, unter. der Vorausse- 
tzung, dafs x sich mit x oder x” mit x” aufhebt. Wie könnte dies angenommen 
werden, wenn x oder x” bei dem Uebergange von dem ersten zum zweiten 
Zustande eine’ Veränderu ung erlitten hätte? Fände sie überhaupt Statt, so mülste 
sie bei keinem Paar aufeinander folgender Glieder ausbleiben. + Nun ist aber ein 
Paar von Gliedern da, wo sie durchaus wegfällt : also kann sie auch überhaupt 
nicht zugelassen werden. Es ist hieraus leicht einzusehen, dafs im leibnitzischen 
Differenzial-Kalkul kein Increment ôx, ĉêyj 82 u. dgl. an sich Null seyn darf; 
denn dadurch hört jede Gröfse x, y, zu. dgl. sofort auf, einer differenziel- 
Len Veränderung unterworfen zu'seyn’, wiewohl ihr dieselbe willkührliche Ver- 
änderlichkeit der Zahlenwerthe bleibt, welche in der ; Theorie der Functionen 
gebräuchlich ist. Hiedurch wird es auch vollkommen begreiflich, warum der 
Erfinder des Differenzial-Kalkuls es für durchaus unstatthaft halten mufste, seine 
Incremente und Deeremente ôx, dy, 02 etc. für Nullen anzusehen, Hätten sie es, 
ausser einigen wenigen Fällen, z. B. in der Lehre vom Gröfsten und Kleinsten, 
‘seyn können: so wäre es eine höchst unnütze Spielerei gewesen, den ‚Gröfsen 
x, y u. dgl. die Anhängsel öx, ðy u.s.w- zu geben. Denn man hätte sich nun 
mit Reihen von der Gestalt x, x, Xss... oder y, y, Y..... u. S. We behelfen, und 
bei den nach Art der. Nullenrechnung geschriebenen Differenzialen x—x, y—y 
u. dgl. blofs an die Veränderlichkeit der Zahlenwerthe denken müssen, welches 
zwar tine Art. von Functionen- Rechnung, aber ein höchst unbestimmter und 
unverständlicher Differenzial-Kalkul gewesen seyn würde. Denn wozu kann die 
Voraussetzung wohl führen, -dafs in einer Reihe %,%,&...... jedes nachfolgen- 
de oder der Zeit nach spätere Glied sich anders als dus vorhergehende denken. 
lasse, jedoch der differenzielle Unterschied ôx = x—x immerfort = o bleiben 
müsse ? — — Ist das nicht der offenbarste Widerspruch, aus welchem, sich -nie- 
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mals irgend eine vernünftige Schlufsfolge ableiten und am allerwenigsten begreif- 
lich machen läfst, warum die Rechnung mit’ veränderlichen Größen sich der ab- 
geleiteten Functionen anstatt der ursprünglichen bedient ? — — Der Differenzial- 
Kalkul hat veränderliche (d. i von Augenblick zu Augenblick sich’wirklich’ vei 
ändernde) Gröfsen miteinander zu vergleichen, so wie sie in der Aufsern"Grös- 
senwelt vorkommen. Darüm ist ihm der Zwang auferlegt, :arithmetische Fori 
men zu suchen, welche nicht blofse Functionen-Reihen, sondern solche Reihen 
sind, wie sie die objective Natur bilde. Man darf nur einige wenige dieser 
i aai Reihen miteinander vergleichen, z. B. 
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und dabei die Verschiedenheit der Bedeutung einer veränderlichen Gröfse in der 


Theorie der Functionen und im Differenzial- Kalkul festhalten : so wird man sich 


ohne einen vorhergegangenen weitläuftigen Beweis, schon völlig davon überzeugt 
halten ‘können, dafs: zwischen beiden Rechnungsarten ein wesentlicher Unter- 
schied übrig bleibt. r 


$: 31. 

Der Begriff einer differenziell (nicht blofs functionell) verähderlichen Gröfse, 
tälst sich nun so festsetzen : sie ist eine Grölse, welche dadurch ununterbro- 
chen verändert wird,” dafs sie entweder‘ augenblickliche Incremente annimmt, 
oder solche Decremente verliert, und eben darum bald eine steigende bald eine 
fallende Reihe darstellt. Nun würde auch die Erklärung eines Differenzials kei- 
ne Schwierigkeit mehr haben, ‘zu welchem. Range ‘es nur immer gehören mag. 
Jedoch wird es dienlich seyn, vorher noch die Gestalt der Hauptreihen des $. 29. 
dadurch äbzuändern, dafs wie das Increment p mit ex, so auch der Verhältnifs- 
name q mit einer Function von x, nämlich mit ad* oder yê» vertauscht werde. 
Dabei ist nicht aus der Acht zu lassen, dafs nach Leibnitzens ausdrücklicher 
Bestimmung +, diese in der unbestimmt kleinen Zeiteinheit © einfach oder 


*) Commerc, philos, et math, Tom, I, pag. 22.: „Quanlitas constans pro Unitate sumta 
sit Or.‘ 
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mehrfach hinzukönimende öder verloren gehende Veränderungs-Gröfse 9% (wie 
Əy; ru dage Pad tünd für sich als beständig und zugleich’ für eine unbestimmt 
kleine‘ Einheit angesehen werden ‘soll, -dus’welcher’sich irgend ein Werth von 
x durch Addition zusammensetzen’ oder durch allmählige Subtraction zernichten 
läfst*), Hienach’ kann gend, g = ar)... oder g = yâr g ymas, qg" =y è 
us wi gesetzt "werden! Dhdurch erhalten die obigen ‚Reihen ig, ie N 
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Nun kann sich ‚eine unbeständige ‚Grölse so verändern, dafs in gleichen 
Zeittheilen. gleiche, aber auch so, dafs in gleichen Zeittheilen ungleiche 
Zu- oder Abnahmen Statt finden. Im erstern. ‚Fall sind ihre ersten 3 im Ieiztern 
irgendwo die folgenden Differenzen beständig, wenn nicht etwa die Reihe re- 
current oder an gar kein Gesetz gebunden ist. Abgesehen von diesem letztern 
Umstande, so kann man bei jeder veränderlichen Gröfse, sie mag eine steigende 
oder fallende Reihe bilaen,, auf irgend e einige beständige Differenzen (oder 
Differenzentheile) kommen, Bi diese heissen die Differenziale. Sie beste- 
hen zuweilen aus dem alleinigen Increment 0x oder y, sehr oft haben sie aber 
auch eine abgeleitete Function, z. B. 3%? oder allgemein nix" u. dgl. zum Coef- 
ficienten, und nun ist die ganze "Verbindung, wie ERS etc. das Differenzial. 
Dabei mufs man nicht glauben, dafs der Coefficient nx2”=* eine Veränderung für 
jede folgende Zeiteinheit mit sich führe. Denn wie schon oben dargethan wor- 
den ist, wenn gleich dem æ eine Veränderlichkeit in Hinsicht seiner verschiede- 
nen Zahlenwerthe bleibt, welche ihm nacheinander gegeben werden können, so 
erleidet es doch ohne die Incremente oder Decremente keine wirkliche Verände- 
rung. Es ist daher dx mit n«*-! verbunden eben sowohl eine beständige Diffe- 
renz, als wenn es ein a oder irgend eine andere beständige Grölse zum Coef- 
ficienten hätte. Nur dann erst würde eine Veränderung da seyn, wenn der 
Coefficient ngr folgende Gestalten hintereinander annähme : n (x +êxy—s, 
à n (x + məsi, n(x+möx)"—: u. s. w. ` Diesemnach beruhet im Differenzial - Kalkul 
aller Unterschied, der beständigen Gröfsen a, b,c,.d..... und der veränderlichen 
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Uy O, Éi YZ. vex blos. ;darauf,..dals diei letztern Incremente:und Decremente 
annehmens: die exstern, aber nicht. - Dies: gilt ebenfalls. von den Incrementem und 
Decrementen dx, Byz ið etc, das heifst, keins yon allen skann, ohne ‚die; Annah* 
me -eines -Increments oder Decrements ‘von einer nächstfolgenden. Ordnung „eine 
Veränderung erleiden. Die Wahrheit dieser Behauptung ‚geht schon.-aus dem: be- 
kannten: Verfahren hervor, die zweiten. -und'höhern Differenziale zu. finden, , wor- 
über die zehnte Regel in der. Einleitung: verglichen werden: kann. Dabei ist es 
der Natur des Differenzial-Kalkuls eben iso, zuwider, die-i-höhern Differenziale 
für unendlich kleine Theile der niedern, als dx, &y,'8z etc. für-etwas anders, als 
für unbestimmte Differenzen zu. ‚halten, so. wie es Ax, Ay und Az sind. 
Dafs. ‚grade, dies, die Meinung . des Erfinders der Differenzen- Theorie sey, ergiebt 
sich aus ‘mehreren Stellen seiner gedruckten! mathematischen Aufsätze), Diesem- 
nach läßt sich jedes höhere Differenzial unter folgenden allgemeinen Be- 
griff bringen : Es ist die ‚beständige Differenz einer veränderlichen Gröfse, welche 
sich so verändert, dafs sie die Glieder einer ‚Reihe vom ‚zweiten oder folgenden 
Range bildet. Auch ‚könnte man so definiren : $ Jedes nte höhere Diferenza ist 
die nte Differenz einer Reihe vom nten Range, als veränderliche Größse betrach- 
tet. Dals diese. Definition für „beide Hauptreihen gültig sey, kann man sehr 
leicht aus dem feststehenden Differenziations- Gesetze erkennen, den nächstyor- 
hergehenden Zustand ‚von dem unmittelbar, folgenden, abzuzichen. Wie genau 
sie, übrigens, mit der ursprünglich leibnitzischen übereinstimme, das erhellet aus 
ein Paar Stellen, welche ‚hier "wörtlich hergesetzt Sa werden verdienen. 
„As; In der. „Beantwortung einiger, Einwürfe des Niewentyt gegen den Diffe- 
ü renzial- -Kalkul sagt Leibnitz (Op.. omn. T. m. pag: 327): „Nam quoties 
„termini non, crescunt. uniformiter, necesse est incrementa eorum 


‚zursus. differentias. habere,, guae. sunt utique differentiae differen- 
„tiarum.“ . NR RZ i - . á 


2. Am angeführten Ort S. ken ei esin wer Aufsatze : n "Mpat de Charac- 
„„teribus algebraicis, fast. noch bestimmter, also : = „Hic, dx significat elementum 
rig est. incrementum yel decrementum, (momentaneum),, ipsius guantitatis ‚x 
(continue) crescentis vel deorescentis. „Vocatur. et, Gf feren ti a, nempe, inter 
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*) Man sehe weiter unten die angeführten rue Sie vergleiche noch er omn: Tom. 
TIL. pag. 128, 169. u. a.m. sung ER» 
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duas proximas x, elementariter differentes, dum una fit ex altera (momen- 
tanee) crescente vel deorescente. Porro - 99x est Elementum Elementi seu 
differentia differentiarum (seil. duarüm proximärum) nam ipsa ‘quantis 
tas ðx non semper constans est, sed plerunique rursus (continue) crescit 
vel decrescit. Et similiter procedi potest ad 009% seu 03x et ita porto: = 


Um sich hier einen richtigen. Begriff von der Beständigkeit und, ‚Unbeständig. 
keit des Increments ôx zu machen, können folgende Reihen zur Erläuterung die. 
nen. Eine Gröfse, welche sich nach dieser Form 

x, x+ ox, x+ ox +x, x+20x +0, Et ge t Bann an 
ändert, erhält in jeder Zeiteinheit dasselbe Increment 1.ôx, und hat eben darum 
zwischen je zwei zunächst liegenden Gliedern dieselbe Differenz, ôx, welche ein 
erstes Differenzial ist. Wenn aber eine zweite Grölse sich dergestalt ver- 
ändert, dafs sie diese Reihe hervorbringt : 
REN x+ 20x, xt2öx+ 30%, æt 59% + 40%, xt ge + 50x..." 
so erhält sie die momentanen, Incremente 20%, 78%, 48x, 59x... um reicho wil- 
len erst ihre zweiten Differenzen beständig, folglich hior zweite Differen- 
ziale vorhanden sind, von.denen jedes = öx ist. Da nun aber das zweite Dif- 
ferenzial, wegen einer von selbst einleuchtenden Zweideutigkeit, nicht durch: dx 
bezeichnet werden kann: so schreibe man die vorhergehende Reihe lieber 
x, +90, xt Ox, x + 0x, x+ 0x M EIET 

En setze dx = 2a0?x, ar’ = E O0 ee 09°, ba” = ı148°x; so bildet die erste 
Differenzenreihe eine arithmetische Bons vom ersten Range, und. ihre Differen- 
zen sind überall gleich, nämlich = 8°x, also zweite Differenziale. Solchemnach 
müssen diese letztern als diejenigen Incremente angesehen werden, deren end- 
liche Summen den ungleichförmigen Zuwachs. oder die ungleichförmige Ab- 
nahme in der Hauptreihe, d.i. in der eigentlichen veränderlichen Gröfse, her- 
vorbringen. Leibnitz hat bei ihnen an nichts weniger, als an unendlich klei- 
ne Theile der 9x gedacht; dies verbürgt uns die lehrreiche Stelle in seinen 
Oper. omn. T. III. pag. ı6. Num,IV., wo die Reihe vom dritten Range 0, 1,8, 

27, 64, 125, 216,..... zur Erklärung des Begriffs von dritten; Differenzialen 
“dient. Es sind nämlich die gleich grolsen Differenzen 6, 6, 6.... welche man 
aus der r zweiten, Dilierenzen: -Reihe, als einer Reihe vom ersten Range erhält, 
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Dafs dieses auf nichts anders, als auf Differenziale: gedeutet werden. dürfe, lehrer 
nicht nur der ganze, Inhalt jener Stelle, sondern. ‚auch, die, bekannte Terminolo- 
gie: „differentia generatrix, prima, secunda, tertia,“.etc.. ‚deren. schon. oben im 
$. 23. unter œ. gedacht worden ist... Wer sich.noch mehr ‚von ‚der Wahrheit der 
vorhergehenden Darstellung . überzeugen will, der vergleiche die im Commerc. 
philos. et math. T. I. pag. 22. befindliche orantes Reihe, nebst ihrer bei sich 
führenden Erklärung. Die Reihe a, b, A A ' ist eine fallende, und es wird ihr 
Anfangsglied a aus ehreren Deenen. Reihen, deren Knfangerlieder ê, 1 P» 
t, ß.... sind, summirt oder integrirt. Die beigefügte Erklärung lautet: 

ange haec quidem procedunt tam, in ordinariis seriebus, quarum termini 
“sunt ‘quantitates , ordinariae, quam- în iis, ubi sunt indefinite a Ar 
Jam rem ‚ad calculum differentialem accomnıodando, pro a ponatur y, et 
pro ep, t, Betc. poni poterit respective êy, Əy, yo, O NE ken siina 
Quantitas constans pro unitate sùmta sit æ infinite (unbestimmt) parva, 
et 1.0c+1.0c+1.0% +... eit =x, et ideò 1 . ôx +o. dx +3 ‘ox + 4.08 etc. 
ent fæ, et 1.02 #3. BeLa 9x +10. 227 etc. est fr, eti. ôx +4. ôx + 10. dx 
+ 20.0x etc. est /Jfx u 
Deutlicher konnte sich Leibnitz doch \woßt nicht über die Bedeutung sei- 
ner Differenziale aussprechen. Sie entstehen durch die natürliche Differenzen- 
folge der Reihen. Auch geht hieraus unläugbar hervor, dafs wenn die ersten 
Differenzen eine Reihe bilden die entweder lauter Differenzen = o giebt, oder 
vom ersten, zweiten, dritten etc. Range ist, in derselben Ordnung eine einfache, 
zweifache, dreifache, vierfache etc. Summation oder Integration erfoderlich sey, 
um das Anfangsglied der Hauptreihe oder das Integral zu erhalten. Dies alles 
beweiset, dafs die oben gewählte erläuternde Form der Reihe: x, æ+282x, 
x+ 50°x u. s. w. der Natur des Differenzial-Kalkuls eben so wenig, als dem Ge- 
setze der Reihen überhaupt widerstreite. Die "Differenzen - Methode erfodert also 
keinesweges unendlich kleine Gröfsen der höheren Ordnungen, um die höheren 
` Differenziale darzustellen, sondern man kann diese mit allem Fug und Recht aus 
Größen zusainmensetzen, von. denen keine einzige Bnehdlä, BR oder unend- 
lichemal unendlich Klein ist. `- z 4i : l 

Es leuchtet nun von selbst ein, was die Bezeichnungsart 8 (êy) u. dgl. sagen 

wolle. Sie setzt eine verándeiliche Grôfse voraus, welche eine Reihe y, y+êy, 
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yıröy, yEy US. We bildet; in.„welcher:!;der Zuwachs. in jedem, folgenden 
Gliede anders als im. zweiten ist} und wo Iy =mäty, &y m dry, ey = w oy 
u, 5. fn angenommen werden. mufs. „Sollten: ınd?y, m 02y m apa. noch ‚nicht 
eine. Reihe vom,erstem Range geben,sa würde eben deshalb nöthig,seyn, mö’y 
in päly, m’d?y in: pd?y,. mi yin p"ö3y uss: f.i aufzulösen, bis man zu gleich 
grolsen Differenzen 33y By, Ay... dgl. gelangt. o Hieraus, ‚geht ‚die wahre 
Bedeutung ‚der, Veränderlichkeit, der Ineremente êy, ıdz, und ähnlicher hervor. ‚Sie 
sind: nämlich in ‚der. Hauptreihe „oder eigentlichen yeränderlichen Gröfse ‚die Dif- 
ferenzen zwischen dem ersten und zweiten Gliede, oder, die Anfangsglieder der 
ersten Differenzen -Reihe. Wenn, man.also ‚sagt, Oy ist,noch veränderlich, so 
heifst .das,, die erste, Differenzenreihe hat noch veränderliche ‚Glieder, die grölser 
oder: kleiner. als -ây ‚werden, -zs Buyon yh I NY a anai By +32 u..dgl. 
Diese Glieder sind dann aber-noch keine Differenziale „, sondern: blofse Diferen- 
zen: daher man auch eigentlich nicht sagen sollte :_ die Differenziale sind noch 
veränderlich. _Eben so unstatthaft und. widersinnig ist es, wenn die Theorie 
der Gränz -Verhältnisse. «vergl. §..r9 unter £.) die Behauptung :aufstellt, es könn- 
ten in dem Ausdrucke y=x” auf der einen: Seite veränderliehe Differenziale ĉy, 
82y etc. aber auf der andern beständige Differenziale. ôx, &x..... durch alle In- 
` stanzen fort gedacht werden. Dieser unnatürliche, dem Gesetze der Reihen 
durchaus widersprechende Satz fällt von. ‚selbst ‚weg, ‘sobald man. den ‚rigen 
Begriff aufgiebt, dafs die Incremente &x,.0y, 92 überall die Differenziale sind. 
Wird y=x” genommen, und eine, allgemeine Hauptzeihe verlangt, ‚in welcher. 
erst die nte Reihe der Differenzen. beständige Glieder oder Differenziale haben 
soll, so ist folgende Gestalt nöthig: 

ur, Ru RER T2Ox, x” + ana" dat na) xn—aĝya yg” +zuxi—iðx+zn (n1) 0"—28x° 
+n) CIE 3003, 2" t qnx” mx 6n (=a) + an(n I) (n—2) a 
+n(n—1) (R—2) (n—5) 24024 u. S. W. À K 
wo das. Gesetz der Zahlencoeficienten leicht- in. en pea flle, wenn man die 
aufeinander folgenden binomischen Potenzen berücksichtigt, zu welchen anstatt, 


n die. Exponenten 2, 2, 3 u. s. w. genommen werden. Durch ‚den ‚Abzug eines, 
jeden vorhergehenden Gliedes yon dem zunächst ‚folgenden, entsteht die, erste 
Differenzenreihe: mit dem Anfangsgliede næ” 0x; -die zweite Differenzenreihe mit. 
dem Anfangsgliede n (n—1)x"7?öx® und so immer, weiter. Ob nun gleich diese 
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eben bemerkten Formen’ mehrentheils Differenziale zu seyn oder wenigstens ge- 
annt zu werden ` pflegen, so sind sie es’ hier’ doch nicht, sondern blofse Dife- 
lenzen, oder- Anfangsglieder von Reihen,’ die immer noch nicht Differenzen =ò 
geben. Eben so wenig ist 0% allein das Differenzial, welches katin erinnert zu 
werden braucht. Man hat folglich weder auf der einen, noch auf der andern 
“Seite früher Differenziale oder beständige Differenzen, als bis man an der (n—r)ten 
Differenzenreihe anlangt, welche auf beiden Seiten der Gleichung eine Reihe 
vom ersten Range wird. '"Dafs aber in diesem Fall ôx durchaus unverändert Klei 
ben darf, hat seinen Grund in den Coeflicienten desselben, die es in jedem Gliede 
der Hauptreihe und der nachfolgenden Differenzenreihen bis auf die vorletzte, 
ungleich vervielfachen, und eben dadurch Reihen vom nten, (n—-ı)ten, 
(n—2)Jten und folgenden Range 'hervorbringen. Man könnte auf der anderh' Seite 
der Gleichung mit leichter Mühe auch ein beständiges Increment zu wege brin- 
gen; denn beim Herabsteigen durch alle Differenzenfolgen der Reihe y, y+%y, 
yty etc. kommt man zuletzt auf’ beständige Incremente y, dry u.s.w. durch 
deren Summation Sich alle die ungleichen ðY, dy.. R a Be azy ne ar, OTN 
=S. W. Ausdrücken lassen, so dafs die Hauptreihe de Gröfse y jetzt in der Ge- 
stalt y, yrmdıy, y + mory u. s.f. erscheinen, und wie die Reihe x* ihr ùn- 
verändertes Increment haben kann. ' 

Aus diesem allen läfst sich nun folgender Schlufs ziehen: so oft angenom- 
men werden darf, dafs eine 'veränderliche Gröfse ein Differenzial von" der miten 
Ordnung hat, mufs blofs die mte Differenzenreihe und keine andere beständige 
Differenzen geben. Diesemnach‘ leidet die jedesmalige besondere Verände- 
rungsform einer veränderlichen Gröfse immer nur ein einziges Differenzial, 
es mag nun von der ersten, zweiten oder folgenden Ordnung seyn. “Oder mit 
andern Worten : keine veränderliche Gröfse hat auf einmal mehr, als ein einzi- 
ges Diflerenzial, z. B. ein zweites; und soll sie ein anderes haben, z.B. ein drit- 
tes: so muls zuvor die Form ihrer Veränderung in eine andere übergehen, und 
ihre Beziehung eine andere werden. Hieraus erklärt sich zugleich das gewöhn- 
liche Verfähten der Differenzial: Rechnung, dals sie um ein Differenzial zu fin- 
den, blofs die beiden ersten Glieder entweder in der Hauptreihe, oder 
in irgend einer Differenzen-Reihe von einander abzieht. Dies kann unter kei- 
ner andern Bedingung geschehen, als unter der Voraussetzung, dafs die Diffe- 
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xenzen von je zwei ‚zunächst :liegenden...Gliedern. in, der ganzen ‚Reihe „gleich 
werden. -Verlangt ‚man. z, B. ‚von. x” das Differenzial der vierten, Ordnung, so 
muls ' die. dritte: Differenzenreihe folgende . Glieder haben, von. denen, sich auf 
die Gestalt der Hauptreihe, das ist der. veränderlichen Gröfse selbst, zurück- 
schlie[sen. lälst ; i 
n (nm) (n—2) prg pon (n1) RER dx? ehud , iz 
~ n (n—ı1) (n—2) 8x3 (x +200) —5, mn (n—ı)(n—e2)0x? (ac + zöayr-3, US. Wet; 
Hieraus entspringt .die.allgemeine Regel, , dafs wenn..ein. erstes Differenzial 
Statt finden soll, die Hauptreihe-Num. I. im. gegenwärtigen $. die, Gestalt 
pi FE Au u: FRE ET FRE x Baka ER nn seh 
die Hauptreihe. Num. II, aber die Form | "ah {53 en: 
ar, atoi arter, i astr, axFt40x,u,8. Wa nega mufs.; 20 so noth- 
wendig ist es, dafs die einem jeden Diflerenzial von der. mten Ordnung voran- 
gehende (m—1)te Differenzenreihe, eine Reihe vom ersten Range: sey- 


gai $.. 32. iz Bee 
Aus, er Beschaffenheit einer Taten Gröfse Talet niy Tan, die Natur 
eines veränderlichen Verhältnisses leicht abnehmen. Vergleicht man die verän- 
derliche Grölse x mit der beständigen «a in verschiedenen aufeinander folgen- 
den Zeiteinheiten, so, giebt unter andern,- die Veränderungs-Form x, x, + 3x, 
ah 20x, soine e Nrt la—ı)0x die Verhältnifs-Folge ee 


De 1)dx. 

Hier ist das in jeder folgenden Zeiteinheit (Index-Zahl) vorhandene Ver-: 
hältnifs anders, als in der vorhergehenden.: Daher giebt eswährend des ganzen 
Verlaufs der Vergleichung (Rechnung) kein Verhältnifs,  welches‘mit ihr eine 
gleich lange'Dauer hätte.» Dehn-je;länger die:Veränderung' vor sich’ geht, ‘desto 
mehr: weichen die nachfolgenden’ Verhältnisse von den vorhergehenden ab. 'Hier- 
aus leuchtet nun klar) genug: ein, Erstlich, «dalsives. ein: eitles und’ fruchtloses 
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Unternehmen sey, 'die'eisten und letzten Verhältnisse air und a:x+ (n—r)dx so 
gebrauchen zu’ wöllen‘, “als wären sie stellvertretend entweder für alle nachfol- 
genden ; oder für alle vörhergehenden ; fürs Zweite, ‘dafs mian mit veränderlichen 
Gröfsen unmöglich rechnen könne, wenn sie nicht dahin zu bringen sind, dafs 
sie stehende Verhältnisse und stehende Gleichungen geben. Denn 
mit ihren unmittelbaren Gleichungen hat es grade die Bewändnißs, wie mit 
ihren unmittelbaren ‘Verhältnissen. Setzen wir z. B. mit Beibehaltung der vori- 
gen Veränderungs-Form, in der ersten Zeiteinheit xa, so ist daraus in der 
zweiten S tos > a, in der dritten x+29x >cHOx>a, und inder nten 
x+ (n—1)ðx > xt (n—2)8% sess > a geworden. Hieraus ergiebt sich; dafs man 
zunächst stehende Verhältnisse nöthig habe, welche zu stehenden Pro: 
portionen, und''vermittelst dieser auch zu solchen Gleichungen dienen. In 
Hinsicht der Verhältnisse, von welchen alles Uebrige abhängt, ist das Differen- 
zial eine stellvertretende Gröfse für je zwei zunächst liegende Glieder in der 
Reihe. Es geben aber alle Glieder in ihrer unmittelbaren Folge eine und die- 
selbe beständige Differenz. Daher ist das Diflerenzial stellvertretend für die 
ganze Reihe, das heifst für die Stänimgröľsé (primitive Function) in allen ihren 
Veränderungen. Es wird also das veränderliche Verhältnifs in ein ste 
hendes verwandelt, indem die einzige beständige Differenz die ganze Reihe 
der nacheinander zum Vorschein kommenden Glieder vertritt. Nun entsteht aber 
die Frage, ob man mit solchen Verhältnissen rechnen könne, wo-das eine Glied, 
oder auch wohl beide zugleich Differenzen sind. Um sie zu beantworten, darf 
man jeden Fragenden blofs auf die bekannte Form der Verhältnisse und Propor- 
tionen verweisen, welche die ältern Mathematiker unter dem Ausdruck „Diffe- 
rentiando“ verstanden, und welcher zu der Benennung des Differenzial-Kal- 
kuls wo nicht die erste, doch wahrscheinlich eine beiläufige Veranlassung gege- 
ben haben mufs. Es kommt, wie jedermahn weils, nicht nur in den Geome- 
trien, sondern auch im Kalkul sehr ft- folgende Gestalt der Proportionen vor: 
a=b bi c m i 7 
oder a — b: c—xr mb i v: ) 

In dem: vorletzten: dieser Verhältnisse sind beide Glieder Differenzen, in den. 
übrigen ist nur eins eine solche. - Um hier das Gesuchte zu. erhalten, ist noch 
eine besondere analytische Operation nöthig, an: welche bei’ den gemeinen Pro- 
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portionen, wie a: ‚b=e:x, gar nicht gedacht wird. Es muls nämlich b:j die- 
ser indirecten ange das eigentliche Resultat der Proportions- Rechnung 


be— bæ a 
= entwickelt werden, welches- ax = bce. oder 
Ad— > 1 


erst aus der Gleichung x = 


Bu ner $ re `; - 
sis, übrigens aber mit dem Ergebnisse der directen Methode der Pro- 


portionen ganz übereinstimmt. Hieraus wird nun klar, dafs die Verhältnisse, 
welche die Differenzial- Rechnung giebt, jedesmal zu einer indirecten Rechnungs- 
Methode {in Proportionen und Gleichungen) führen. Auch begreift man so- 
gleich, warum der Differenzial-Kalkul allein, weder durch seine Proportionen 
noch durch seine Gleichungen, das Gesuchte im Allgemeinen geben kann, son- 
dern mehrentheils eine Rechnungs-Operation erfodert, welche unter dem 
Namen der Integration bekannt ist. Wie unzertrennlich überhaupt der Differen- 
zial- und Integral-Kalkul miteinander verbunden sind, und was dieser letztere 
in der höheren Analysis bedeute, dafs läfst sich eben so ausführlich an einem 
Beispiel, als im Allgemeinen zeigen. Angenommen es sollte durch eine Propor- 
tions- Rechnung gefunden werden, wie grofs der auf einer geneigten Ebene von 
einer Kugel mit gleichförmig beschleunigter, Geschwindigkeit in £ Zeiteinheiten 
Aurchlaufene Raum sey: so würde, für den Sinus des Neigungswinkels b ge- 
setzt, die Verbindung der Gröfsen folgende Gestalt haben : g 


Reihe bestånd, 


Š 18g Differ, 
[3 
1:1 5ßB& | 288 =t : aßgt- 
7Bg 


Vermittelst' der beständigen Differenz 2ßg läfst sich die Rechnung nun grade 
so führen, wie im niedern Kalkul. Aber die vierte Proportional- Zahl ist nicht 
schon das Gesuchte selbst, sondern eine beständige Differenz, und zwar 
wegen der Veränderungs-Form der vorhergehenden Reihe, von der ersten Ord- 
nung. Es mufs. demnach das Anfangsglied der Hauptreihe gesucht werden, 
zu welcher sie gehört : folglich bleibt noch eine arithmetische Verrichtung 
übrig, welche Leibnitz die Summation, Johann Bernoulli hingegen (zu- 
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folge .des Commerc. philos: et math. Tom. IL pag..162.) die: Integration nannie,. 
Von der leibnitzischen Benennung; die in Op: omn: F. I. pag: 420 ‚erklärt 
wird *), schreibt sich das eingeführte Zeichen /, von der bernoullischen aber 
der Ausdruck Integral her. Da im vorliegenden Fall ausser £ keine Gröfse 
veränderungsfähig, oder 2ßg an sich constant ist **): so kann man aus der Ge- 
stalt der beständigen Differenz 293g: mit aller Gewifsheit auf die Beschaffenheit 
derjenigen Reihe zurückschliefsen, welcher sie angehört. Es ist, wenn das In- 
erement di==ı gesetzt wird, keine andere, als l 
je HT Fe E 
wegen Ag (t7 + ot — L°) = 2fgt, folglich das -gesuchte Anfangs-Glied oder ter- 
minus generans — gt? = dem in t Zeiteinheiten durchlaufenen Raume. Dafs 
es sich mit andern Differenzialen eben so verhält, wie mit diesem ungewöhn- 
lichen, wird schon um seines richtigen und ungekünstelten Integrals willen 
voraus zu sehen seyn. Auch darf es wohl nicht mehr erinnert werden, dafs die 
zweiten, dritten und folgenden Differenziale dieselben Dienste thun, wie das 
hier gebrauchte erste. Denn so oft man durch Differenziation auf eine bestän- 
dige Differenz komnen kann, ist man im Stande, die veränderliche Gröfse, als 
eine Reihe vom zten Range, mit einer unveränderlichen zu vertauschen, und 
sie ganz nach dem Mechanismus des niedern Kalkuls zu behandeln. Iedoch ist 
das auf ‚diese Weise durch eine Proportion oder Gleichung erhaltene Resultat 
nichts anders, als eine beständige nte Differenz, das heifst ein Differenzial der 
nten Ordnung, und es mufs hinterher das Anfangsglied der Hauptreihe oder das 
zugehörige Integral gesucht werden.. 
$ 33. 

Nach dieser Vorbereitung würde es. gar nicht schwer seyn, die bekannten 
Differenzial- Formeln zu entwickeln; denn es: gehöret überall nichts weiter dazu, 
als je zwei zunächst, liegende Glieder in der durch. die Veränderung der unbe- 
ständigen. Gröfse, zum Vorschein. kommenden. Reihe von einander abzuziehen. 


*”) Es heißt: an dieser Stelle - „Contrarium ipsius Elementi vel differentiae est Summa, 
quoniamQuantitate (continue) decrescente donec evanescat, quantitas ipsa semper est sum- 
ma omnium, differentiarum: sequentium, sese, Dantur ev Summae Summärum et ita 

x, porros. 


. “)} Man vergl, das: RR 
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Aber der Differenzial-Kalkul wirft einige Theile mancher Differenzen weg, und 
dies hat von je ber so: viel Aufsehen erregt, dafs man sich überredete, hierin 
müsse das Hauptfundament'und das eigentliche Wesen dieser Rechnungs-Art ge- 
sucht werden, obgleich es eine blofse Nebensache ist. Denn der ganze Kalkul 
kann und mufs der Hauptsache nach bereits- fertig seyn, bevor dieser Neben- 
unistand auch-nur eine: einzige Frage veranlafst.,  Käme überhaupt keine'andere 
Form der verändeilichen. Gröfsen vor, als die in der Haäuptreihe Num. I. liegen- 
de, und würden ihre momentanen Glieder niemals potenzirt: so würde in der 
Differenzial-Rechnung von dem, Wegwerfen einiger Differenzen- Theile nie die 
Rede gewesen seyn.: Da nicht alle Differenziale dieser ansckeinenden Verstüm- 
melung unterworfen sind, 'so läfst sich daraus schon der Schlufs ziehen, dafs 
keine’ allgemeine sondern blofs eine besondere Veranlassung dazu vorhanden 
seyn müsse. Folgende Betrachtung wird über dies grofse ‚Räthsel vorläufig das 
nöthige Licht verbreiten, und zugleich den Unterschied verständigen, welchen 
Leibnitz zwischen seinem. calculo differentiali generali und speciali seu 
infinitesimali machte. 

Eine jede Function, sie mag ein Binomium, Trinomium, Polynomium oder 
zusammengesetzt seyn wie sie wolle, kann immer einer monomischen Gröfse 
gleich gedacht werden. Als Beispiele dienen hier diejenigen ‚Gleichungen für 
krumme Linien, welche Definitionen der Ordinate sind. Wenn wir die verän- 
derlichen Gröfsen in der Natur betrachten, so zeigen sich überall Monomien. 
Es erscheint z.B. keine Bewegung, keine Geschwindigkeit, keine Schwere u.s. w, 
als ein arithmetisches Binomium, Tıinomium, oder Polynomium, sondern jede 
dieser Erscheinungen ist ein Einiges, und leidet eben darum einen Zuwachs 
oder eine Abnahme vermittelst der Incremente und Decremente, welche dem 
Monomium eigen ist, Das heifst, es geht aus dem Zustande dieses letztern , in 
den Zustand eines Binomiums über, jedoch so, dafs es in der ersten Potenz 
bleibt; z. B. x; x+öx, x tmöx, x tmiöx u. s.w, 

Dagegen können die bezeichnenden Gröfsen fürs Erste nicht immer Mono- 
mien seyn, wie unter andern bei der Berechnung fallender. Körper in widerste- 
henden Mitteln. Fürs Zweite, sie können, wenn sie gleich monomische Stanım- 
gröfsen sind, nicht immer in der ersten Potenz gebraucht werden, son- 
dern erfodern bald die zweite, bald die dritte, bald eine noch höhere. Eben 
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darum findet bei ihnen eine differenzielle ‘Veränderung Statt, ‘welche ieine ganz 
andere Fortschreitung der Reihe, oder eine ganz ändere Veränderungs-Form 
verursacht, bei welcher die Differenzen: weder unter sich in allen ihren Thei- 
len, noch den ihnen gegenüber stehenden gleichnamigen Differenzen gleich 
werden. Der Differenzial-Kalkul erfodert aber gleiche Differenzen, wenn sie 
Differenziale seyn. sollen. Daher müssen in dew potenzirten‘ binomischen 
Gliedern: der Reihen einige Theile weggeworfen werden, damit man stehende 
Differenzial-Gleichungen erhält. Die Nothwendigkeit dieses. Verfahrens läfst 
sich- an einem. Beispiele zeigen. Setzt man den: Parameter der Parabel = 1, so 
entsteht die Gleichung y?=x.: Da beide veränderliche Gröfsen zum Behuf der 
Rectification, Quadratur, Kubatur und Erfindung der Oberflächen keine andern, 
als erste Differenziale geben : so mufs die Hauptreihe jeder unbeständigen Größe 
sich durch das Wachsthum x, 28x, z8x...... (n—ı1)öx und ðy, 28y, 30y..... ..(n—1)0y 
verändern.‘ Iede von beiden Gröfsen ist im ersten Gliede ihrer Reihe ein’Monono- 
mium, in allen übrigen ein Binomium, jedoch mit dem Unterschiede, dafs die 
binomischen Glieder in der Reihe x in der ersten, in der Reihe y? aber in der 
zweiten Potenz stehen. Dadurch kommt in die letztere dieser beiden Reihen et- 
was: Veberflüssiges *) hinein, welches weggeworfen werden mufs, einerseits da- 
mit die Differenzen: auf beiden: Seiten proportional bleiben, andererseits damit 
die Differenzen in: der Reihe y® auch unter sich gleich werden, weil ihnen sonst 
nach: der Natur des: Differenzial-Kalkuls: die Eigenschaft eines Differenzials feh- 
len: würde. Man: hat nämlich auf der einen Seite die Reihe y?, (y + 8y)? 
yes (yE BEY di vr, y? E ydy t ay, yt + sy 40y?, 
y+ 6yðy #gßy®,..... und wenn je zwei unmittelbar auf einander folgende 


*) C.. Mac Laurin sagt (vergl; hier $ 10 u S. 416 der engl: Urschrift) „For instead of ne- 
glecting m because: it is. infinitely: lefs. than: m, we may reject it, because we may thence 
conclude: that it is not produced. in consequence: of the generating., motion“... . sofern 
nämlich, wie: oben: bemerkt: worden: ist, die Grölsen in der objectiven Natur immer Mono- 
‘mien: eto: sind. Hier ergriff er einen‘ Gedanken, den er hätte festhalten, und‘ zur wahren 
Begründung, der Fluxions; Theorie, oder vielmehr zur Ergründung. des: leibnitzischen: Dife- 
renzial- Kalkuls. benutzen: sollen. Aber es findet sich. in: seiner Schrift .nirgend’ eine Spur, 
dafs er veränderliche. Größen. als unpotenzirte Monomien oder Binomien und'als poten- 
zirte Monomien; und! Binomien. jemals: geliörig, miteinander verglichen: hätte, um die leib- 
nitzischen: Gründe der Elimination: völlig, verstehen. zu: lernen. 


117 


Glieder von einander abgezogen werden, die Differenzen aydy + 1dy?, aydy + 3öy? 
oydayt say?, eyoyt70y? ,.... welche sofort gleich grofs oder Differenziale wer- 
den, wenn man das Quadrat des Increments, als ein unbeständiges oder in 
keiner einzelnen Differenz gleich grofs bleibendes Glied, wegwirft. Dieses muffs 
aber durchaus. wegfallen, weil sonst keine Proporlionalität der Differenzen auf 
beiden’ Seiten Statt finden kann.‘ Denn die Größse x giebt die Reihe x, x + 8x, 
xp ody, c+30x, x+408, u: s. w. und die durchaus gleichen Differenzen ôx, 0V, 
LTE OE EN : l : a 

Wie sich nun die Differenzen auf dér einen Seite, so müssen sie sich auch 
äuf der andern verhalten : daher Glied für Glied miteinander verglichen 

iu b, ern aydy € syay B 

eu. 5, On : Ir = oydy : aydy u. s. f. -2 

giebt, sobald die durch Potenzirung zu viel hinzu gekommenen oder unbe- 
. ständig gewordenen Theile wegfallen. Hierauf deuten die im $. ı. ange- 
führten; merkwürdigen Worte: aus; Op: ‚omn. T: IN- pag. go u. f. hin; „Omisso 
quadrato quantitatis dy, ob rationes ex methodo. de Maximis et. Minimis. notas.“ 
Fermat gründete nämlich seine Theorie vom Kleinsten. und Gröfsten auf die 
gegenseitige Beziehung der Monomien und Binomien in ihrenr unpotenzirten und 
potenzirtem Zustande. u. s. f. Es. wird sich: überdies. bei der Integration zeigen, 
dafs diese weggeworfenen: Differenzenglieder nicht nur völlig überflüssig sind, 
sonderw auch mit dem. Cocflicienten Null verschem werden müssen, wenn sie 
nicht im höhern Kalkul hinderlich seyn sollen. Man: sieht hieraus, dafs alle 
diejenigen der leibnitzische Vorwurf im. Commerc.. philos. et math. T. II. pag. 
380, +... „equos, ut in proverbio est, adjungunt post. currum“, treffe, welche 
von der Elimination der Binomial-Glieder anfangen, unr eine Differenzial- Rech- 
nung zu Stande zu bringen. ' Diese letztere mufs über ihre eigentlichen Princi- 
pien schon ganz im Reinen seyn, bevor an jene gedacht werden kann. Gäbe es 
keine anderen Gleichungen, als y =x, wie für die Radlinie, wenn die Abscis- 
sen auf dem Umfange des: Generators genommen ‘werden : so würde niemals 
eine Berichtigung der Differenzial- Verhältnisse und Differenzial- Gleichungen 
durch Wegwerfung einiger Differenzen-Glieder Statt gefunden haben. Ictzt aber, 
da dieses: Verfahren schon um der Natur eines Differenzials: willen durchaus nö- 


thig ist, müssen die, durch die besondere Veränderungsform: einer oder der an- 
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dern Reihe überschüssig werdenden Glieder wegfallen, wenn gleich die momen: 
tanen Incremente‘ oder Decremente : wer weifsiwie groß. seyn sollten. Soweit 
nun es nicht auf die Grölse (eigentlich ‚Kleinheit) der Incremente oder Decre- 
mente, ‚sondern lediglich auf- das algorithmische Gesetz der Differenziale 
ankommt, einzelne Glieder wegzuwerfen, soweit erstreckt sich der leibnitzische 
Calculus differentialis generalis., Es giebt aber, auch Rechnungsfälle, wo man 
die momentanen Incremente oder Decremente sehr klein nehmen muß, um Dif- 
ferenziale zu erhalten. Diese machen den Calculum differentialem s pecialem 
oder den sogenannten Infinitesimal- Kalkul aus. Zu ihm gehören unter andern 
die Differenziale der. Kreisfunctionen :,, daher wir‘ diese hier von den übrigen 
trennen, und bis zur Anwendung des Differenzial - Kalkuls auf Geometrie ver- 
sparen, wollen. 


$. 34. 
I. Differenziation einer beständigen Gröfse. 

Da eine beständige Gröfse in keinem folgenden Augenblick eine Vermeh- 
rung oder Verminderung erleidet, so bildet sie eine Reihe, in welcher alle Glie- 
der einander gleich, folglich auch alle Differenzen =o sind. Man sieht hier- 
aus einerseits den Grund ein, warum das Differenzial einer beständigen Grölse 
Null seyn müsse, und andererseits wie inconsequent es ist, das Differenzial ei- 
ner veränderlichen Grölse dem Differenzial einer beständigen gleich zu setzen. 
Ein Fehler, der sowohl in der Theorie der Gränz- Teee als auch in der 
künstlichen Nullen -Rechnung begangen wird. 


I. Differenziation igir veränderlichen Gröfse y. er, Fir 

xtmox, KFL... i 

1. Wenn die Veränderungsform dieser Gröfse von solcher Beschaffenheit seyn 
soll, dafs sie erste Differenziale giebt, so muls nm=2, m =53 u. s. w. genom- 
men werden, und man hat ôy = ôx. 

o. Sollen aber die ersten Differenzen noch veränderlich seyn, so müssen die 
Vorderglieder öy und &x wiederum Incremente oder Decremente erhalten, und 
folgende Reihen bilden : ; 

dy, y 8y, ey + g8?y, y 3I Y em 
dx, a A E T a m E EE 


— 19 


wo blofs nöthig ist, de > ound ðy >0?y zu nehmen. Wegzuwerfen hat man 
hier überall nichts; auch läfst sich sehr Jeicht einsehen, dafs um dritte Dife- 
renziale zu bekommen, die Reihe der 9°y oder 8°% die Gestalt ö°y, 0°y+ö°y, 
tyty, 8°y+303y u. s. f haben mülste, 


HI. Differenziationveiner veränderlichen Grölse ya m. 

1. Ein’ erstes Differenziäl vom y erfodert einerseits die Hauptreihe y, yt&y, 
ytzdy,..... und auf der andern’ Seite ©", (+ x)", (EF 22x)", (x+ 302)" , i 
s w. Die hieraus entstehenden’ Glieder sind, ausser dem ersten, binomische 
Potenzen, deren Abzug von einander nur unter der Bedingung des vorhergehen- 
den Paragraphs Differenziale giebt. , Denn man hat das 

ı Glied = x" 


n n(a—ı). 


RE +uxt—ıdx + REIKI Finn 


Zeie. 5 x” 4 onye—y tan (n—i) aarp, 
gr(n—ı) 
+ 3.2 


ee an a eta DE 


ET Ba n (r)i H Ss. w. 


Iedes vorhergehende Glied von dem nächstfolgenden abgezogen, giebt ei- 
nen bestän digen, Theil nx"7'0%, und. ausser diesem. sind alle übrigen Diffe-. 
renzen- Theile unbeständig, ‚Läfst man diese. Ietztern weg, so wird der be- 
ständige Theil schon an sich ein Differenzial, und überdies erhält a man auf bei- 
den Seiten einerlei Differenzial- Verhältnifs, nämlich 
ðy : ĉy : ya ei AR 0x : i APRON T e 


Hier ist eine aus den Gean des Kalkuls. entspringende A E E EA 
vorhanden, in jedem Gliede der Differenzen-Reihe den -ganzen unbeständigen 
Theil, also alles, was auf ny8% folgt, wegzuwerfen, anstatt dals der Funda- 
mentalsatz des neuern Functionen-Kalkuls es blofs auf Willkühr ankonmen 
lassen kann. Offenbar ist der Differenzial-Kalkul hier besser berathen, als die 
ihn ohne gehörige Untersuchung tadelnde- Theorie der analytischen Functionen. 

o.. Giebt es wegen der ungleichförmigen Incremente oder Decremente der y 
und x*, ein zweites Differenzial : so“mufs, zufolge des $: gr. -die erste Differen- 


zenreihe eine Reihe vom ersten Range seyn. Eine solche erhält man aus dem 
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Vordergliede nr, "wenn x”: Incremente oder Decremente von folgender 
Gestalt bekömmt : ndx . x", ndx(xt Ex), Ow (bE BAR, en. 


Die gehörige Potenzirung, Subtraction der Glieder von einander und Abson- 
derung ihres unbeständigen Theils, giebt das zweite Differenzial =n (n—ı)xr—20x?, 
Aus der Form der Ableitungs- Reihe: (d. iv der dem‘ Differenzial unmittelbar vor- 
angehenden Differenzenreihe) läfst sich auf .die Veränderungs-Form. der Haupt- 
reihe, das ‚heilst der veränderlichen Gröfse selbst schlielsen. Auf eben dem We- 
ge gelangt‘ man zu dritten, vierien und noch, höhern Differenzialen ` die- 
ser Art. 


5. Ganz allgemein ist das mte Differenzial von x" oder 
om (x) =n (n—1)(N—2).....- ("—[m—2])(a—[m—ı1]J) gmim , $ 
es mag der Exponent n eine ganze oder gebrochene, positive öder negative Zahl 
seyn. Da diese Differenzialform, welche bei ihrer Anwendung die Arbeit sehr 
abkürzt, manchmal negative Differenziale giebt, wo man doch überzeugt ist, 
dafs die veränderliche Gröfse sich durch Zuwachs verändert hat: 'so könnte viel- 
leicht der Zweifel entstehen, ob. auch die oben ‚vorgeschriebene Entwickelung 
einer Reihe und der Abzug ihrer zunächst liegenden Glieder von einander, mit 
‚dieser abgekürzten Methode überall zusammentreffe. Indessen die Einerleiheit 
der Resultate beider Verfahrungs - -Arten ist so ‘nothwendig, dals die abgekürzte 
sich ohne die allgemeine gar nicht denken oder für wahr anerkennen läfst; und 
es ist leicht genug, bei der Differenziation jeder ee Function fises Ueber- 


einstimmung zu finden, wie unter andern in folgenden Beispielen : 3 


a) 8 (x) 5 '2x30x, nach der Formel; 
PER ao o, aD, TNE J 
Rei yayo S, sah aila 


Sucht man diese Differenziale vermittelst der Auflösung der unbeständigen 
Gröfsen in Reihen.: so ist | 
i ; sa 


N Baan e E, en. E 
j (040r) Eua ROD S ; 
DA e ne ee i 
1 x? — x? — 2x0L 20x Er 5 ; 
und a = TER =— —, wenn nämlich ‚die verän- 
(x + 0x)? x x X ; 


derlichen Differenzen- Theile weggeworfen werden; 


—— -TOI 


HI s2oðx?: wodt? 200%? ri 
Fe 1 ARE = ; 
aai ‚ander? 200%? a aoxfðg oox ðr? 6. 0x5 dk 1.088 
EF Ye ER D ger 
+ 308 0x 4 0x io 
Tr (+ Or)” alt ao) re 
Bi 2 18a ee ax nam —awi dr ET m 
PIC 77:70) er? Due 4x me re 


Dies alles gründet sich auf dem allgemeinen Mechanismus des Kalkuls, und 
es ist hiebei an kein Princip zu denken, welches in diesem letztern nicht ganz 
einheimisch wäre. Auch kann man sich auf diese Weise in jedem Fall sehr 
leicht davon überzeugen, dafs keine Differenzial- Formel etwas anders vorschreibt, 
als was dem Gesetze der Reihen und der besondern Form ihrer Glieder gemäls 
ist. Hieraus leuchtet es zugleich ein, wie die zweite Regel in der Einleitung 
entstehen mufste, und warum sie eine Allgemeingültigkeit hat, 


4. Die allgemeine Differenzial-Form nx”—-:8x ist sehr brauchbar, die ersten 
Differenziale zusammengesetzter Functionen, welche mit irgend einem ganzen 
oder gebrochenen, positiven oder negativen Exponenten behaftet sind, zu fin- 
den. Man hat nur nöthig, die vorgelegte zusammengesetzte Function einer ein- 
fachen mit demselben Exponenien und Coeflicienten gleich zu setzen, die letz- 
tere nach Maafsgabe der obigen Form zu differenziiren, und wenn solches ge- 
schehen ist, wieder ‘gehörig zu see So erhält man unter andern fol- 
gende Differenziale : 

a.) O[4a? (cz+2?)] = 0 (ga’x) =za?x da —ya?dz(ctaz), wegen etz? =u: 
Əxi (202+32?)d2 


ee ad ER ee 
Er Te 235 s wegen {cz Fz? jic ri. 


B-) 3. (ez? +23 = 8 (3) = ir 


1) 2. er tn ade 


wegen a?—z? =x. 
3%3 3(a— z2)8’ = 


Zez) 8 50x Alor Ae) ne 
ò.) 8. (a°—z =y a (a) BrT r E pr r (a? —2)’ 
wegen a? — I —.z 


z3 
Anmerkung. Betrachtet man ein jedes dieser ersten Differenziale genauer, 
so leuchtet es bald ein, dafs die zweiten und höhern vermittelst dieses Verfah- 


Q 
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rens nicht unmittelbar zu finden sind; weil‘ durch die“ erste Differenziation im 
Zähler und Nenner zweierlei Functionen von 2 entstehen, welche & nicht zu- 
er vorstellen kann: Unter ö zi B. ist im Zähler jr 32%; im Nenner aber 


| 1 
—— der wenn im, Anfan = — gese ur 
R= (a 25 o a e a Ea z8 tzt w de, so 
1 
kann nach den ersten Differenziation nicht: mehr a = = — gesetzt wer- 


den; weil die letztere fz ganz verändert ist. Man e daher nicht aus 
82. (a — 2-3) $= 0? (#2), unter der Bedingung, dafs a —z-3=x genommen 
werden soll, ein richtiges Resultat erwarten.. 


IV.-Differenziation einer veränderlichen Gröfse y= xz. 

x. Für das-erste Differenzial ist die Hauptreihe einerseits = y,  yt+%y, 
Yr2dya......andererseits = xz; (at2x)(z+d2), (x+20x) Se 

Die Differenzen dieser Producte sind 
x02 z0x +0x8z,: 0092 +29 + 30x02, xOz+20x t 500z, nIz+zIcH 70802, 24000 

Durch Absonderung ihres unbeständigen. Theils werden sie Differenziale 
und man,erhält dy=x0z+z0x.. Wären x und z mit einem beständigen Expo- 
nenten der Potenz, behaftet, z.. B. mit n und p, so ist leicht einzusehen, dafs 
die Absonderung des unbeständigen Theils der Differenzen /das Differenzial 
px"zP 0z +nzPx"—2öx=0y geben müsse.. 


o, Um ein zweites. Differenzial zu erhalten, ist folgende erste Differenzen- 
Reihe nöthig: xəz +zəx, (x +9x)dz+(2+92)0x, (x+ 20x)ðz + (z+202)9x, u. s. w. 

Hieraus folgt. 8°y = 20x02. Wenn aber y==x”zP seyn soll,. so mufs die erste 
Differenzen -Reihe folgende: Gestalt haben :: 

pdz .xr2P—HnOx.zPar—,. pz (x4 x)" (2 +32) — F nax (a HOR)r— (z +82 , 
pòz (x4 20%)” (z H 202)P- 14 nð (x+ 20x)” (2 + 202z). p... 

Die Entwickelung: und' Subtraction dieser Glieder giebt die veränderlichen 
Differenzen .-- Theile n (n— 1) px" —2zr—19x°9z,. an (n—ı)px"—2zr—10x202, gn(n—ı) 
PX"zp—10x2dz u. S: wi, ingleichen: np (p—ı )&"T’zP20x828, ..... .. 16np (p—1)er 
NO anne. nach: deren: Absonderung der beständige Theil oder. das Diffe- 
renzial: y =n (n—1)22’zröxt Hp(p—ı)X zez + anpx"'2r—38xz: übrig: bleibt, 
welches auch. erhalten. wird,, wenn. man. p&2.(&"zP 2) + ndx (xmz?) auf. die bekannte 
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Art, mit Anwendung der vierten und zehnten Regel aus der Einleitung differen- 
zürt. "Hiebei ist die Bemerkung nöthig; dafs die Regel der gemeinen ‘Anfini- 
tesinial-Rechnung, die höhern Potenzen des Unendlich -Kleinen: müssen! gegen 
die niedern wegfallen, für die Differenziation wohl in mehreren Fällen sehr un- 
sicher seyn dürfte. Welches sind hier die höhern Potenzen, 8x?, 2° oder öxd2? — — 
Aber. ‚nie kann die Regel, irre führen, oder auch nur einen Zweifel an der Rich- 
tigkeit eines höhern Differenzials übrig lassen: Se en 
Theil der entwickelten Glieder i in der vorletzten Differenzenreihe ab, und behalte 
den beständigen zurück. 


V Differenstation der veränderlichen Grölse y A 
z 


1; Die. Gröfse — könnte sich im Allgemeinen auf folgende Art verändern: 
3 ; 


oxo tis etas — yt dds 
2 2ER’ Fpa ar 
wobei a > 1, a>a.... ß>ı, ß > ß seyn _müfste. Unter dieser Vorausse- 
tzung erhält man, wenn die Reihe steigt, durch Abzug eines jeden vorhergehen- 

den Gliedes vom nächstfolgenden, die Differenzen - Reihe: 

| 2x —xôz (x — 1)20x — (8 — 1)xôz + (a — 8) ôxðz 
e ’ noge Fizie tpo r yA 
(a — a)20x— (ß — B)xöz + (aß — aß’) 0x2 
l 2° +(B+B)202+ BR 8z? 
Wenna=e= BB, a=3 = etc. gesetzt wird, so verschwinden die mit 
0x0z behafteten Glieder, und es ontan die Differenzen 


‚dus We 


zəx—xöz — , 20x —x0z 20x — xəz 
224202 ” ze 5202 + 202° Reha t60? 


zum Vorschein. Durch Absonderung der veränderlichen Theile in den Nennern 


ð Zus 
erhält man das erste Differenzial y= u Be 


2. Um das zweite Diffegenzial zu eich. ist nur nöthig, beide Glie- 
der des Zählers zu trennen, ôx und &x als beständige Gröfsen zu behandeln, 
und die vorhergehende Differenzial- Form anzuwenden, welche mit der fünften 
Regel in der Einleitung völlig übereinstimmt. Das giebt 

y= — a = 2x (dr — z0x) 
z T, 


02 


— 


Für die höheren Differenziale von z gilt eben diese Regel, welche sich für 


jeden besondern ‚Fall wieder durch u tn einer arithmetischen Reihe 
rechtfertigen lälst. 


VI. Differenziation einer veränderlichen Grö fse y = log nat we 
Der sehr häufige Gebrauch der Logarithmen legte dem Erfinder des Diferen- 
zialkalkuls die Frage ganz nahe, wie der Logarithm einer Gröfse verändert wer- 
de, wenn sie selbst einer Veränderung unterworfen ist. Es sey nun y=lognx, 
so hat man die Reihen y, yty, y+29y,......—lognx, logn (xt8x),logn (x+28x), 
logn (x+ 30x), u. S. W.. 
Der Abzug der beiden ersten Glieder auf jeder Seite giebt ajii (x+8x) — 


togn x = logn (a + = und wenn die gewöhnliche logarithmische Reihe ge- 
braucht wird, 
dx 0x? 0x3 dyt \ 
By me en = Er entai 


- ` Zieht man das zweite u vom dritten ab, so kommt əy = logn (“+ 20x) 
— logn (x+ dx) = logn G + a 


Reihe, welche durch Auflösung eines jeden. einzelnen Gliedes in eine besondere 
Beihe, und Addition des. Gleichartigen,, folgende Gestalt erhält : 
dx $ pont 7000 160x+ 
x on” ee je 
Die Vergleichung dieser zweiten: mit der vorhergehenden Reihe zeigt, dafs 
alle Glieder nach dem. ersten. unbeständig sind. Es ist also nöthig sie wegzuwer- 
fen, um auf beiden: Seiten einerlei Differenzial- Verhältnisse 


y Hieraus at für dy eine zweite 


ðy :: əy: . ie a 


~“ 


‚8 fsi an #2 

zu erhalten, Aus: diesem: Grunde ist nun 8 (logn x) = z, oder ganz allgemein 

8 (logn fx) =E, wodurch. die sechste Regel in: der Einleitung gerechtfertigt 
; fae 


wird.. Das zweite und: die höhern. Differenziale von. Togn x findet man mit 
Hülfe der Form Num.. V. z.. B.. A 


— hé 


ox dry _ 0x? - ER i a (a—x) 
er negi öder 8°. JJogn (ax—x?)]] =— Fr st ggg 
nam, Beren n Richtigkeit sich iiel ‚die ED der benöthigten Reihen 


sehr leicht erweisem läfst. 


-18 logn «= 


$. 35 

Im vorhergehenden! Paragraph ist gezeigt worden, dafs: die so räthselhaft 
scheinende Absonderung‘ gewisser Differenzentheile sich keinesweges: auf ihrer 
unermefslichen'Kleinheit oder’ Nichtigkeit (Nullität) sondern auf ihrer Unbestän- 
digkeit im Fortgange der Veränderung einer Grölse, und auf der Nothwendigkeit 
stehender Differenziel- Verhältnisse, wie unter andern ôy : ĉy = E ee u. agl. 
gründe. Betrachten ‘wir die von der zweiten allgemeinen Hauptreihe 
$.29 und gı abhängigen Differenziale genauer: so wird sich eben derselbe Ab- 
sonderungs-Grund veroffenbaren. 

VI. Differenziation der veränderlichen Grölse y=ar*. 

ı. Wird ein erstes "Differenzial verlangt, so ist eine Folge der Glieder von 
a” nöthig, wie sie am Ende des $. g1- vorkommt. Nun lassen sich alle auf das 
erste folgenden Glieder in Reihen auflösen, und man hat das. 
ı Glied ar=a* S ; 

2. a. aa ar [at Iy logn a +40x° Mogn a)? #408 ooon], 
’ mar aröx logn at abst (logn a)?+...... 

E a*at?s =a" + 2ardxlogn at $atöx? dogn a)? +...., 

4... aF a” + 3axöxlogn at 2a*0x? (logn a)? +..... 

Zieht man jedes vorhergehende Glied vom nächstfolgenden ab, und wirft 
die unbeständigen Theile der Differenzen weg: so ist das Differenzial- Verhält- 
nifs überall auf beiden’ Seiten gleich, wie es dem obigen zufolge ‚seyn mufs, 
und öy=a*öx logn a= a” ð (logn a). Hieraus, geht die Richtigkeit, der sieben- 
ten. Regel in- der Einleitung hervor.. i 

2. Um ein zweites,Differenzial zu erhalten, ist hier weiter nichts.nöthig, 
als das erste Differenzial von a* mit seinem beständigen Factor 8x logm,a moch- 
mals zu multipliciren; “denn es wird 8x logn . a. .d (ar) = að? dogn a)2.. Eben so 
gelangt man zw dem “dritten und folgenden Dißferenzialen z. B Oty = a”dxt 


(logn @)* uis. w..  Vebrigens ist es nicht schwer, leine: jede andere Function nach 
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= Form. zu Seien ‚Unter andern’ hat- man- an-8è( logn- 2 =02 (logn a® 
mm logn b )=a*ðx? (logn a)? —b?2z? (dogn.b)?, ui ‚dgl.:, "6 
VII. Differenziation der veränderlichen Gröfse y=ı*. 
1. Soll die Veränderungs-Form der Hauptreihe ein erstes Differenzial ge- 
ben, so müssen »die nacheinander entstehenden Glieder te ‚Gestalt haben: 
22; (z+02)2.20%,).(2-+202)% 220% ,1.(2 #392)? 230%, wsi wono dA Shasriase 
Jedes auf das erste folgende Glied u: ‚sich in «eine: Reihe a und 
man erhält das 
ıte Glied ze z" 
ate @ + 92720 — mae + t e + —— a ) zu 92° + ‚een —2) 


{rt âxlogn z4 40x? gen 4003- (logn essani) 


z==58z9 +. aa, 


gte (z+202)*.220% = (z=-+ 202° "dz + eo) @ = pia A m 


ZEIT... ) (1 + 20x logn z + #0? ogn A? #8...) 


27 = = Er 


4te (2+302)®.. z597 (2r + zw2=— 8: ED aap 2.+ gt) 


(1+30xlogn z F 28x*?......) u. s. w. 
Nimmt man aus jeder Parenthese die beiden ersten Glieder, weil die übrigen 
unbeständig werden, und multiplicirt sie miteinander so ‘Komit ee 
ite Glied 772° 


ate (z+02)°20° = 2” +2”0x logn z tar tarebe lee öl) e 


ste (ZH adz)r220r 2° + azra logn get 282° = + 4xzzðx logn 2.0 (lognz). 


te (+ 38z)*z50> = eeror logn z+ 302% = + 9x2°8xlogn 2:9 (logn2). 


Durch die Multiplication ist in diese Glieder nochmals ein unbeständiger 
Theil hineingebracht worden. Sondert man diesen ab, und subtrahirt hierauf 
das erste Glied vom zweiten, das zweite vom dritten u. s. w. so kommt das 


Differenzial. (en lognz+x = = 2°=1(zöxlogn z + x82) zum Vorschein und man 


hat auf beiden Seiten einerlei' Diem Verhältnifs ay zay = z7 (zðx logn z 
+x02) : z271 (zöwlognz+x02). Eben dieses Differenzial giebt die siebente Regel 


27 = 


in der Einleitung, welcher zufolge 8(z*)=z*.8(lognz*)—=z* (öxlogn.z+x.dflognz]). 
= 221 (zöxlognztxör) ist. Ein Beweis von. ihrer‘; Zuverlässigkeit und Allge- 
meinheit.-  slisdinibhhr2a dena} 

2. Um ein zweites und noch höheres Differenzial von z* zu finden, ist nur 
nöthig, das nächstvorhergehende den: allgemeinen Regeln gemäfs zu differenzii- 
ren. Bei der gegenwärtigen Fünction'würde d°y = (z°0x logn2)+9.(x2°7"02) seyn. 
Vermöge des oben festgesetzten Begriffs eines Increments und Decrements, müs- 
sen ôx und dz hier als beständige Gröfsen: angesehen werden. Folglich hat: man 
0°y=0x.9(z*logn 2)+82.0 (#2) =dx[z*.ö(lognz)+logn z.9(2°)]+%2 [x 927) + 
2.8 (0) ]= 2°"dx[dz+lognz(zöxlogn z+ xðz)] Hzr ðz[x (Orlognz+(&— ı)27'0z} 
+0x]. In diesem Differenzial kommt kein einziges: Increment in. der zweiten 
Potenz vor, woraus einleuchter, dafs die Ordnung“der Differenziale sich nicht 
ihnmer an der Gestalt der Incremente erkennen läfst.. Auch. geht‘ hieraus hervor, 
dafs es ein sehr seichter Grund ist, welchen die Theorie der Gränzverhältnisse 
und die künstliche Nullen- Rechnung für die Beständigkeit oder Veränderlichkeit 
der Differenzen 3x, Əy eto. annehmen, es komme darauf an, dafs durch ihre 
besondere Gestalt z. B. y, oder Potenz z. B. 8x? u.s.f. die Ordnung eines 


Differenzials bestimmt werde. (Vergl. oben $. 20, Num. 10.) 


§: 36- 

Nachdem. gezeigt:worden ist, dafs die allgemeinen Differenzial-Formeln, 
oder die in der Einleitung, aufgeführten zehn. Regeln ,„ jedes verlangte Differen- 
zial zu finden, ihren alleinigen Grund in der Eigenschaft unbeständiger 
Gröfsen haben,,. theils arithmetische theils geometrische Reihen. darzustellen: so 
kann man sich vollkommen. davon überzeugt halten,. dafs das gewöhnliche 
Verfahren. der Differenzial- Rechnung, bei: aller Kürze doch eben so viele Sicher- 
heit gewähre, als wenn jede einzelne. veränderliche Gröfse, irgend einer Func- 
tion, vorher mit ihrem Increment oder Decrement in-eine Reihe aufgelöset, Reihe 
zu Reihe: addirt oder von ihr subtrahirt, wie auch Reihe mit Reihe: multiplicirt 
oder: eine durch'die andere getheilt, endlich aus allen besondern Reihen die be- 
nöthigte Haupt- oder Differenzen - Reihe. gebildet und in: dieser Glied für Glied 
von dem. zunächstliegenden abgezogen werden sollte... Diese Ersparnifs der Ar- 
beit ist kein geringer: Vortheil,, und:ein. Vorzug, welchen man dem leibnitzischen 
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Kalkul jederzeit hat einräumen müssen, “Ueberdem lehret ery dafs die Abson- 
derung einiger Differenzen- Theile eben so nothwendig, als in ‚scharf bestimmte 
Gränzen eingeschlossen ist; denn beständige Theile dürfen hier niemals 'weg- 
fallen. Um die Nothwendigkeit. dieses Verfahrens einleuchtend zu machen , ist 
im vorhergehenden jede zu differenzürende Function einem Monomium gleich 
gesetzt worden, welches nach und nach in, ein immer ‚gröfser. werdendes,, jedoch 
nicht potenzirtes Binomium überging. | Indessen das hätte auch ohne diese Ver- 
bindung, durch unmittelbare, Differenziation einer ‚jeden isolirten Function- ein- 
gesehen werden können, blofs unter der Bedingung, dafs der oben aufgestellte 
Begriff eines Differenzials anerkannt werde, welches vermöge seiner Natur eine 
beständige Gröfse ‚seyn mufs. -Auch hätte sich anstatt des Monomiums jede an- 
dere Function zu einer solchen Differenzial-Vergleichung gebrauchen 
lassen, weil die Nothwendigkeit der Absonderung gewisser Theile auf beiden 
Seiten, um stehende Differenzial- Verhältnisse zu erhalten, eben so gut würde 
eingeleuchtet haben. Denn bei der Entwickelung der beiderseitigen gleich- 
namigen Glieder aus der Hauptreihe in ihre ‚besonderen Reihen*), veroffenbart 
es sich'sehr bald, welche Theile durchgehend beständig sind, und welche nicht. 
Indessen hat das Monomium den. Vorzug, dafs es die Einsicht in die Natur (der 
Sache erleichtert. Es ist nun ganz klar, dafs die Besorgnifs der Theorie der - 
Gränz-Verhältnisse und analytischen Functionen höchst ungegründet gewesen 
ey, als würde (den Differenzial- Verhältnissen und Differenzial-Gleichungen durch 
die Absonderung etwas an ihrer Richtigkeit benommen,'' da ‚sie doch grade. .da- 
durch erst ganz richtig werden. Um jener irrigem Meinung willen machte man 
einerseits die Incremente zu unbegreiflichen Mitteldingen zwischen Etwas und 
Nichts, und stellte andererseits den Fundamental-Satz auf, ‚der Binomialtheil 
i konne (d. h. müsse) jederzeit so klein genommen werden, dafs die Summe 
aller wegfallenden Glieder kleiner ‘Sey, als ihr zunächst vorhergehendes Glied. 


ee) Bene rk ung. Die Hauptreibe in der Theorie der analytischen Functionen : ei wife 


+> fr} 
eine it Reihe, nämlich die Entwickelung eines einzigen Gliedes aus der 


allgemeinen ersten oder aritlimetischen Hauptreihe »4-(a +92) (x +mox)+(&+m' OR) hr 
wenn jedes Glied mit dem beständigen Exponenten w behaftet wird, 


ER ->+ ist für den leibnitzischen Differenzial-Kalkul nichts weiter,’ als 
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Aber abgesehen von der Ungewilsheit und Regellosigkeit in Hinsicht der ‘Anzahl 
der wegzuwerfenden Glieder; welche beiden Theorien zum :Vorwurfe gereichen, 
hat man.-durch dieses «Verbesserungs-Mittel- ‚Gelegenheit gegeben, difs grade 
das Gegentheil von demjenigen ‘geschehen kann, was da geschehen soll. 
Denn wenn die Incremente so unbedeutend klein sind, dafs ihr Hinzukommen 
weder die veränderliche :Gröfse selbst, 'noch den beständigen 'Theil der Differenz 
: um irgend Etwas grölser' macht: so: können alle die Glieder, welche der Diffe- 
renzial- Kalkul absondern muls,.in den Differenzial-Gleichungen stehen blei- 
ben; weil diese auf keiner Seite durch sie um Etwas ‘zu grofs werden. Aber 
die überschüssigen Theile schaden hier desto mehr, je gröfser die Incremente 
sind; und eben deshalb müssen jene umso viel eher weggeworfen werden,:wenn 
das Wachsthum einer veränderlichen Gröfse, z. B. in:der bewegten Körperwelt, 
irgendwo augenblickliche ’Incremente so grofs wie den Halbmesser der Erde, 
oder wie den Quadranten ihres Meridians nöthig machen sollte. Man bedarf also 
keiner : unendlich kleinen. :Incremente dx, &y,'dz u. dgl. um das: Verfahren des 
Differenzial- Kalkuls: zu "rechtfertigen; denn jedes Increment macht es nöthig, 
und zwar das gröfsere weit mehr, als das kleinere. Hiemit widerlegt sich die 
Beschuldigung von selbst, als hätte Leibnitz.im Irrthum ‘gesteckt, indem er 
absonderte, um richtige Differenzial- Verhältnisse und Differenzial- Gleichungen 
zu erhalten. ‘Allerdings hat er sich öfter sehr kleiner Incremente’ und Decreimente 


bedient, aber nur da, wo: seine Tadler ebenfalls genöthigt sind, zu ihnen zu 
greifen. 


Zweiter Abschnitt, 
Darstellung der Integral-Rechnung,, mit beständiger Hinweisung auf Leib- 
nitzens mathematischen Nachlals, 3 


$- 37. 
Integriren heifst, dem Sachbegriffe nach, zu einem vorgelegten 
' Differenzial die veränderliche Gröfse find®n, durch deren Differenzia- 
tion es entstehen mufs, wenn es.auch auf .anderm Wege, z. B. durch die Be- 
trachtung einer geometrischen Figur (vergl. $. 22. Num. 1.) wie etwa des Flächen- 
Elements einer archimedischen Spiral-Linie u. dgl. entstanden seyn sollte. Die 


R 


`i 
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gesuchte veränderliche Gröfse ist‘, zufolge: der Beschaffenheit der Differenziale, 
jederzeit:das Anfangs-Glied einer Hauptreihe, ’zu welcher jene als be- 
ständige Differenzen ‘oder Differenzentheile gehören. « Wenn diese Erklärung noch 
irgend einem Zweifel unterworfen seyn ‘könnte, so würde sie sich durch die 
von Leibnitzen selbst. gegebene sehr leicht bestätigen‘ lassen. Er nennt im 
Commerc. philos: et mathem. T. L pag. 66, den „terminum ipsum“: (di. inte- 
gralem) auch „summam primam,‘ und macht überall diese Stammgröfse zum 
Gegensatze des Differenzials. Hieraus geht nun unmittelbar hervor; dafs. jede 
Integration oder Summation, wie‘ sie anfangs 'hiels, gewisse Regeln erfodere, 
um ein vorgelegtes Differenzial wieder in seine ursprüngliche Function verwan- 
deln zu können. :Kämen keine ‚Differenziale svon einer andern -Gestalt vor, als 
diejenigen, welche man unmittelbar durch die acht vorhergehenden und weiter 
unten folgenden ganz allgemeinen Differenzial-Formeln erhält: so. würde die 
Integration keine schwierige Arbeit seyn, und kaum etwas anders nöthig machen, 
als das Abschreiben‘ der einer jeden hesondern: Differenzial-Form zugehörigen 
veränderlichen. Stammgröfse, ‚und :ausser diesem: noch das Hinzufügen‘ einer 
‚unbestimmten beständigen: Gröfse, als welche bei der Differenziation einer 
Function = ò geworden. seyn könnte, und ebenfalls wieder hergestellt werden 
müfste, um das Integrum der Function zu: erhalten. : Indessen die Differen- 
ziale haben in den angewandten Theilen: der köhern Analysiseinen so mannich- 
faltigen Ursprung, auch ‚werden. die. vermättelst:. dero allgemeinen Differenzial- 
Formeln unmittelbar entstehenden, während des Ganges mancher analytischen 
Rechnungen dergestalt verändert, dafs die obigen Ausdrücke gar nicht als Weg- 
weiser gebraucht werden können, gradehin zu dem gesuchten Integral zu gelan- 
gen. Hätte z. B. irgend ein "Rechnungsfall die Verbindung 2”0x gegeben, so ist 
das schon «eine Form, welche durch die Differenziation von zx allein, nicht zum 
Vorschein kommen kann. Wäre hier anstatt der veränderlichen Größse z eine 
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beständige a mit dem ee æ behaftet ; so würde in =; 
ogn a 
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Z 
sen.. ‚Aber ein nr ‚kann Seht für Fe Integral von z*ax angesehen werden; 
: 2. 


g 
weil die Differenziation dieser Function den Ausdruck 
a EZ Hogna)? H ös(@loen z—t)] 
(logn z)* ii 
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hervorbringt. Hier. entsteht also gleich das Bedürfnifs einer Integrationsweise, 
zu welcher. die obigen acht. Differenzial-Formeln keine unmittelbare Anleitung 
geben. Da Fälle dieser Art im ‘höhern Kalkul sehr oft vorkommen, so ist es 
leicht begreiflich, wie wünschenswerth eine allgemeine Methode seyn mufs, je- 
des Differenzial auf dem kürzesten Wege zu integriren. Leibnitz hat in sei- 
nem Briefwechsel mit Joh.,Bernoulli öfter an sie gedacht, und der letztere 
scharfsinnige Gelehrte glaubte ihr einmal auf der Spur zu seyn (Comm. philos. 
T: I. pag. 66.); indessen wenn man bedenkt, dafs eine allgemeine Form der In- 
tegration blofs aller ersten Differenziale, schon eine sehr viel sagende Aufgabe 
ist, und dafs diese dem Differenzial-Kalkul noch lange nicht genügt; weil er 
zugleich eine allgemeine Integrations-Methode für alle möglichen Differenziale 
der höhern Ordnung bedarf, indem auch diese in verschiedenen Rechnungen 
mit veränderlichen Gröfsen erfodert werden: so möchte man mit-Leibnitzen 
wohl zweifeln *), ob eine solche allgemeine Methode in der weitesten Bedeutung 
möglich sey. Es ist hier der Ort nicht, diesen wichtigen Gegenstand weiter zu 
untersuchen, sondern es kommt für jetzt nur darauf an, ausser der bereits oben 
gerechtfertigten Absonderung, deri veränderlichen Differenzentheile, noch ej- 
nen andern Grund von ihr nachzuweisen, welchen der Erfinder des Differenzial- 
Kalkuls für sehr wichtig gehalten hat. Denn er macht in mehrern seiner mathe- 
matischen Aufsätze aufmerksam darauf, dafs Differenziation und Integration mit 
dem Potenziren und Wurzel- Ausziehen , etwas Aehnliches haben, und gesteht 
sogar, dafs dieses gegenseitige Verhalten der Glieder in der Hauptreihe und ih- 
rer Differenzen, die erste Veranlassung zu seiner. Erfindung gewesen sey. Es 
ist wohl nicht überflüssig, hier ein Paar merkwürdige Stellen herzusetzen, welche 
das Ebengesagte bestätigen können. Der Aufsatz: Specimen novum Analyseos 
pro scientia infiniti circa summas et quadraturas in den Actis Erud. Lips. 1702 
fängt sich folgendermalsen an: „Ut in Algebra reciprocae sibi sunf Potentiae et 
Radices, ita in -calculo infinitesimali Differentiae et Summae; et uti in Algebra 


seu scientia generali finitae magnitudinis, potissimus scopus: est, extrahere radi- 


*) Commerc. philos: et mathi T-I. pag. 49. 
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ces formularum *), ita in scientia infiniti **) invenire summas''serierum ; quae 
cum ex: terminis constant continue seu elementariter‘ crescentibus , nihil aliud 
sunt, quam quadraturae, vel areae'figurarum.‘ Etwas Aehnliches kommt vor in 
den Operibus omn: T. IH. pag. 421: „Ut cujus libet quantitatis facile est inve- 
nire potentiam, ita cujuslibet certa lege variantis possumus invenire diffe- 
rentiam seu elementum. Sed regressus a potentia ad radicem per extractionem 
et regressus a differentia ad terminum (das erste Glied in der Hauptreihe) per 
summaätionem non semper in potestate est“ u. s. w. Im Jahr‘ 1706 war Leib- 
nitz noch abgeneigt, die von Joh. Bernoulli gebrauchte Benennung Inte- 
gral- Rechnung seiner: selbstgewählten Benennung Summations-Rech- 
nung vorzuziehen, ünd schrieb darüber folgende merkwürdigen Worte (im 
Comm. philos. Tom. II. pag. 161) nieder: „Equidem semper opposui diferen- 
tias et summas, &et fita ut föx sit x, et Afaox sit xx. Ita f et ə conjuncta 
se mutuo tollunt. Imo summae me differentialis calculi admonuere, eaque 
methodi meae clavis fuit; cum in seriebus numericis hanc reciprocationem 
deprehendissem, eaque arte summassem multas series antea non summatas,“ 
Obgleich diese Bemerkungen zum Theil nur die Anwendung der Differenzial- 
Rechnung auf Geometrie, und solche Differenziale angehen, die durch unmittel- ` 
bare Betrachtung einer geometrischen Figur entstehen: so liegt doch etwas ganz 
Allgemeines in ihnen, was’ besonders bei der ersten leibnitzischen allgemeinen 
Hauptreihe $. .31. sehr leicht in die’ Augen fällt, und über den Mechanismus 
des Differenzial-Kalkuls einen wichtigen Aufschlufs giebt. Es läfst sich nämlich 
die ursprüngliche Function, oder besser die einfache Stammgröfse x in zwei 
entgegengesetzten Zuständen betrachten : der eine von beiden ist Uebergang des 
Monemiums zum Binomium, der andere hingegen Rückgang vom Binomium zu 
dem anfänglichen Monomium. Diese verhalten sich in der That wie Potenziren 
und Wurzel-Ausziehen; denn man kann sogar auf die einfachste Form der in 
dieser Reihe vorkommenden Veränderung, vorwärts und rückwärts, das En 


differenziirend und integrirend den binomischen Lehrsatz anwenden. 


*) Anmerkung. lede Auflösung einer gemischten Gleichung vom zweiten, dritten und hö- 
hern Grade ist nichts anders, als das Ausziehen der Wurzeln der Gleichung, oder das Auf- 
suchen der Werthe von der unbekannten Gröfßse. 

**) Das heist derjenigen Größen, welche fortlaufende und mehrentheils algebraisch unbe- 
granzte Reihen bilden, 
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$. 38. 

1. Der ER: Uebergang der veränderlichen Gröfse x aus dem Zustande 
des Monoms in den Zustand des Binoms ist: 

x, xF ôx, «Hex, x+ 30% us. w. 

Ieder Zuwachs oder jede Abnahme als Binomium betrachtet, giebt nun, 
Glied für Glied in eine Binomialreihe verwandelt, folgende Gröfsen : 

x + 1.8 0xto.x-10x2 +0.x% 208° osese] 
xt 2.%.0x+0. amia Fanani 
x 3, RE. ER nn... 

Durch an Abzug jeder vorhergehenden Reihe von der. nachfolgenden ent- 
steht hier das Differenzial + x°dx. Um die Integration zu verrichten, muffs man 
von dem übrig gebliebenen Theile der Potenz, also von dem Zustande des 
Binoms in den Zustand des Monoms zurückkehren. Das Verlangte ist hier das 


erste Binomial-Glied aus («+&x)!. Da es zufolge des binomischen Satzes, im 

zweiten Gliede der Potenz. mit- einem um ı verminderten Exponenten steckt, 

und übrigens keinen Coeflicienten ‚bei sich haben ‘darf :. so ; geht aus diesen Be- 
dingungen ganz natürlich. die Regel hervor: R 

Man vermehre den Exponenten um 1, und dividire zugleich durch diesen 

um ı vermehrten Exponenten, wie auch durch öx, das zweite Binomial- 

Glied (Differenzial) : so fällt einerseits der vom ersten Gliede sich herschrei- 

: bende Coefficient, andererseits der zweite Binomialtheil (das Increment) weg, 


und es erscheint x! wieder. 
Was die höheren Differenziale in diesem einfachsten Fall betrifft, so kann 
ax, 8°x u. s. w. blos aus dem Monomium x entstehen, folglich auch die um- 


gekehrte Verrichtung immer nur zu diesem zurückführen. 


"IL. Noch näher dem eigentlichen Gegenstande der Betrachtung bringt uns die 
veränderliche Gröfse, wenn sie in der zweiten Potenz aus dem Zustande des 
Monoms in den Zustand eines Binons übergeht, und aus diesem in jenen zu- 
rücktritt. Die Form ihrer Veränderung, in Beziehung auf ein erstes Diferen- 
zial, ist jetzt folgende: 

arte ox)? +(x + 20x)? + (x + 30%)? Por 
Man erhält hier die Binomial- Reihen 5 
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x? + 0.x0x+0.x0088x2 + 0.072083... 

a. oxx + 1,0908 40.2... 

x? + 4x8x + - 48092. 40.272088 u. s. fe 
nebst den Differenzen + axdx +x°6x? und + xx + 30°9x?. Beim Integriren 
soll aus diesen der erste Theil der Potenz allein, also ein Monomium und 
keine Binomial-Wurzel, wie etwa x+ əx, gefunden werden”). Es sind 
aber zwei Glieder vorhanden, aus deren jedem sich ein x? nach einer gewis- 
sen Regel herstellen läfst. Das würde zufolge der Aehnlichkeit unter Num. I., 
entweder ein x? + jx? =2x?, oder ein x? + 3%? =3$x?, also ein falsches Inte- 
gral geben. Um diesen Fehler zu verhüten, fodert nun das Gesetz des Kalkuls, 
dafs aus einem von beiden Gliedern der Differenz Nichts hergestellt, oder dafs 
es mit dem Coefficienten Null versehen werde. Die Wahl fällt kei- 
nen Augenblick schwer, ob man die Differenzial-Form 

o. oxðx + 3} x°08x?, oder 

SLAN For gy N ORF 
einführen solle; denn das erste yon beiden Gliedern ist wesentlich nöthig, theils 
als erstes Differenzial, theils als erzeugendes Anfangs - Glied (differentia generans 
prima) für die folgenden Differenziale, die sich aus den unbeständigen dritten 
Binomial- Gliedern nicht übereinstimmend entwickeln lassen. Um dieser Ġründe 
willen mufs das zweite Differenzen -Glied in der x? zugehörigen Reihe grade so 
algorithmisch nothwendig, wie die nach ihm noch folgenden Binomial- Glieder 
Null werden; weil sonst ein Irrthum in das Integral kommen würde. Bei 
dem zweiten Differenzial von x? ist derselbe algorithmische Zwang vorhan- 


pa p 2.1 0x? - 
den, sofern es zuförderst nach der Form f2 (2—1) Be eem 2a ap Pte- 
> i x 


grirt werden muls, um sxôx +o, und aus dieser Infinitesima prima dann «2+o 
zu erhalten. Es ist wohl nicht undienlich hiebei zu erinnern, dafs bei dem 


Ausziehen der Wurzeln, wo man zwei Binomial- Theile verlangt, etwas ganz 


2 
Bert % - a iR 

Asehnliches Statt findet., Nämlich wenn eine Gleichung x? Laut Zu dgl. vor- 
SE A 


> 


kommt, so“schreibt der Kalkul die Regel. vor = 


*) Im Comm. philos, T. II. pag. 295, tadelt Joh. Bernoulli den Newton, dals er 1712 
noch die Meinung gehegt habe, das Integriren sey ein wirkliehes Ausziehen der Wurzel, 
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Man gebe dem zweiten Gliede den Coeflicienten Nall, und nehme von 
beiden äussern die erste Potenz. t 
‘Bei einer vollständigen kubischen Gleichung, ‘würde zwei, bei einer biqua- 
dratischen drei Glieder u. s. f. das Loos treffen, ‘mit einem Coeflicienten Null 
versehen werden zu müssen. Diesemnach kann das, was die Integration hier 
vorschreibt, um sich den Rückweg vom zweiten Binomial-Gliede zum ersten 
zu sichern, gar nicht als etwas Einziges in seiner Art angesehen werden; denn 
es kommt im niedern Kalkul ebenfalls vor. 
IH. Betrachten wir nun die allgemeinste Gliederform (Veränderungs- Form) 
der allgemeinen Hauptreihe Num. I., nämlich 
n E (xt 00)" HH mory + (x E mow +... 
so giebt jedes Glied nach dem ersten eine Binomial Reihe: 


n(n—ı) 


2.2 


xr nad ———e RT Ho e 


met (n—ı1) a] 
1.2 


ær nns =t e Lern 


und der erste Abzug die Differenz 


n(n—ı)(n—2) ee E i 


ji BE) ng + 


nr + 
1.2 É 19S 


Bleiben wir blofs bei dieser ersten Differenz stehen, ohne uns einmal an 
die Unbeständigkeit einiger Glieder zu kehren : so findet sich schon ein hin- 
reichender Grund alles wegzuwerf en, was auf das erste Glied nx"—:0x folgt. 
Denn um das Integral herzustellen, müssen die Glieder 


n(n—1) PER n(n—ı) Gita) x"50x3 us. w. 
2.2 1.815 : 


mit dem Coeflicienten Null versehen werden. Sollte dies nicht‘ gleich beim 
Differenziiren geschehen, und zwar aus der leeren Besorgnils, die Differen- 
zial-Gleichung würde sonst unrichtig werden : so mülste doch ein jedes mit dem 
Coeflicienten Null zu verschende Glied ein Wahrzeichen; etwa ein Sternchen u. 
dgl. bekommen, damit es während der ganzen. Rechnung als nicht‘ vorhanden 
betrachtet, und. bei jeder eintretenden Combination überschlagen würde, um zu 
verhüten, dafs am Ende ein ganz falsches Integral zum Vorschein komme. 
Aber anstatt sich mit so ganz unnützen Gliedern herumzuschleppen, die auf das 
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Integral gar keinen Einflufs haben können oder dürfen, wirft man sie lieber 
gleich bei der Differenziation weg, weil dies ‚die Rechnung nicht nur 
bequemer: macht, sondern auch vor leicht einschleichenden Fehlern sicher stellt. 
Man’ sieht nun klar genug ein, dafs das Gebot der Absonderung einiger Diffe- 
renzentheile hier von der Integral-Rechnung ausgeht, anstatt dafs es 
oben auf der Webereinstimmung. der. Differenzial- Verhältnisse und Differenzial- 
Gleichungen beruhete. Uebrigens liegt sowohl hier, als dort: das gegenseitige 
Verhalten der Monomien und Binomien dem Wegwerfen einiger Differenzen- 
Theile zum Grunde. Dabei ist kaum nöthig zu erinnern, dafs nicht blofs die 
einfachsten Functionen, sondern auch die zusammengesetztesten, immer durch 
die Differenziation aus einem monomischen Zustande in. einen binomischen über- 
gehen, ‘durch die Integration aber den -Rückweg machen. Denn da jede ein- 
zelne in der Function enthaltene veränderliche Grölse diesem Gesetze unterwor- 


fen ist: so mufs es auch eben darum die ganze Function seyn, wie z. B.an 
oE) oder ô (z*) zu sehen ist, 
7 
$. 39. 


IV. Die Integration des Differenzials I(ax+x?) =adx + 2xöx+0.0x?, kann 
unter einigen algorithmischen Abänderungen das im vorhergehenden Paragraph 
Gesagte nicht nur erläutern, sondern auch zum Beweise dienen, dafs die um der 
Integration. willen erfoderliche Vernichtung der unbeständigen Differenzentheile, 
der Schärfe.des Kalkuls nicht den mindesten Abbruch thut. Denn was in jedem 
ursprünglichen ‚oder unmittelbaren (durch unmittelbare Differenziation ent- 
standenen) Differenzial als überflüssig weggeworfen werden mufs, um ein rich- 
tiges Integral zu erhalten, das bleibt auch für jede nachherige oder mittelbare 
Verbindung überflüssig, welche das erstere während der Rechnung eingehen 
kann. 

"3. Wenn ein besonderer Fall nöthig macht, das oben vorgelegte Differen- 
zial noch mit einer veränderlichen Gröfse, z. B. mit x zu. mulupliciren: so führt 
axöx+2x?2x, ohne das Glied x9x?, auf das wahre Integral 1ax?+2x3 zurück. 
Denn es ist leicht genug einzusehen, dafs bei der Differenziation nicht axdx, 
(aber ganz nothwendig xx? als Glied in die Binomial- Reihen von 2(x+0x)?, 
3(&+20x)3 u. s. w. gehört Man hat nämlich das 
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1.:61.9x?=3%°+0o+o+o f 
2.61. Pirk 98) qrg? +ax?0x +2x0x2 #29x° \ 
5: Gl. %2(x+ 28x)? = 383 +4x?0x + gror? + 0x3 
4. Gl. 3(x+30x)3 = 3x? +6x°?9x Hıgröx?t 30x? etc. 

Die Differenzen sind nacheinander: ox?öx + ax0x? + 30x03; 0x?dx + 6xdx? 
+'29x°; ox?8xt+10x0x?+320x° u.s. f. Dafs hier das dritte Glied oxdx? anstatt 
des obigen xx? erscheint, berechtigt keinesweges zu dem Zweifel, ob auch 
wohl x8x? als ein wirkliches Binomialglied in den aus 3x? entstehenden Reihen 
anzusehen sey. Denn wenn man auf das anfängliche unmittelbare Differenzial _ 
oxðx əx? Rücksicht nimmt, leuchtet sogleich ein, dafs əx? ein unbestärdiges 
Glied ist, und der Coeficient = ı ihm gar nicht nothwendig zukommt, indem - 
er auch 5, 5, 7 u. dgl. seyn kann. Wird nun einmal oxdx+ 30x? anstatt axdx 
+2x2 mit æ multiplicirt, so kommt das mittelbare Differenzial ex?8x+3x0x? her- 
vor, und das unmittelbare von 3x? ist 2x?öxt+2xöx?®, wo 2x°x? zwischen den 
Gränzen xdx? und 5x0x? liegt, sich auch der Binomial-Fortschreitung 2x?0x 
+ 3}x0x° mehr‘nähert, als irgend eine andere Combination z. B. (Œœ +30x)3 oder 
(4x2+9x)? u, dgl. Hieraus folgt unläugbar, fürs Erste: das mit æ? behaftete 
Glied, welches in dem unmittelbaren Differenzial 2x0% + o.ðx?, um der Inté- 
gration willen vernichtet werden mufste, wird in’ keinem mittelbaren Differen- 
zial ein unverwerflicher Theil. desselben; fürs: Zweite ; es ist: nicht 

| afxdx + 2/x?&x + 1} /x8x?, sondern 
afxdx + 2fx?0x + 3:1} fx8x? das wahre Integral. 
2. Wenn ein Rechnungsfall vorkommt, wo adx + 2x0x + o. ôx? mit dem In- 


crement einer veränderlichen Gröfse, z. B. mit 2x multiplicirt werden mufs, so 
ist in dem 'mittelbaren Differenzial ax?dx? +2x0x? #0.x°8x3 das letzte Glied 
eben darum zu vernichten, weil es in der unmittelbaren Differenzial- Function 
bereits ein integralisches Null, das heifst ein Theil war, aus welchem für das 
Integral schlechterdings’ Nichts wieder hergestellt werden durfte. Sehen wir da- 
her die beiden ersten Glieder als eigentliches Differenzial an, so ist nicht zu ver- 
kennen, dafs es einerseits zur zweiten Ordnung gehöre, und andererseits nicht 
verstatte, adx? als ein Glied zu betrachten, welches von 2xdx? binomisch ab- 
hängig seyn könnte. Daher das Integral ax? +3x° + o. fx°dx? seyn muls; denn 
wenn das erste Differenzial von 4%3 als das Anfangsglied einer gliederweise- 
5 
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potenzirten Reihe vom ersten Range nochmals differenzürt ‚wird‘; ‘so erhält 
man ôx. ð (x?) +x. 8 (x+ 3x) ax. (+20)? u. s. W., das heifst idie -einzelnen 
Glieder l på 

tar 

x2dx + 2090? + 9x? 

20x + 4x0? + 40x3 

z29x + 6x0x° + 90x3 u. $. W.. 

Das erste Glied vom zweiten abgezogen, giebt. die. Differenz exôæ? + dx? 
ganz übereinstimmend mit dem durch algorithmische Combination entstandenen 
mittelbaren Differenzial, und beweiset die Richtigkeit des Kalkuls unter der 
Voraussetzung, dafs kein Glied, welches in einem unmittelbaren Diferenzial 
integralisch Null werden mufs, in einem mittelbaren Differenzial noch einen 
Einfluls auf das Integral des. letztern. habe. Es ist nicht schwer, diesen Satz 
ganz allgemein. zu erweisen, wenn man sich der allgemeinen Form einer jeden 


Hauptreihe, und besonders in der ersten des Binoms (z+mdx)* bedient. 


$. 40: 

V. Dagegen darf keine mittelbar entstandene 'Differenzial-Function irgend 
ein Glied wegwerfen, wenn die neue Verbindung lauter wesentliche Differenzial- 
Theile in sich schliefst. Man nehme z.B. die Coordinaten einer graden Linie 
mit ihren Differenzialen ; "so entsteht die Proportion sry = ðs rəy, oder die 
Gleichung ydxz = xêy, in welcher jeder Theil schen ein mittelbares Differenzial 
ist. Schriebe irgend. eine analytische Behandlung vor, ein yðx auf beiden Sei- 
ten zu’ addiren, wie im gleichschenkligen Dreieck, wo das Flächen - Element ge- 
doppelt vorhanden ist ; so mülsten in oyðx =xðy + yðx nothwendig alle Theile 
als wesentlich angesehen werden, weil keiner für sich ein integralisches Null’ 
ist. Die Integration giebt hier ofyðr= xy, oder wenn die eine rechtwinkelige 
Hälfte des Dreiecks; genommen wird, fydz = 42y- 

-= VI. Es fällt von selbst in die Augen, dafs die gegenseitige Abhängigkeit der 
unmittelbaren und: mittelbaren Differenziale zuweilen. benutzt werden kann, eine 
Differenzialgleichung zum: Theil zu: integriren, indem man ihr eine veränderte 
Gestalt giebt, So: läfst sich z. B. 


rn 1 nQ@ ap 
Dira oxx i eiia trap 


y in folgende verwandeln, 


139 


ayy— 2x0% logn r x” > aus welcher man das Integral erhält : Jæyèy = 
x? logn y- 

VII. Betrachtet man das Differenzial arydy ausser aller Verbindung, so läfst 
sich annehmen, dafs während der Rechnung ein Theil davon verloren gegangen, 
und es in diesem Zustande nur ein mittelbares Differenzial ist. Dies führt auf 
eine leichte Integration; denn man kann es als den einen Theil eines Differen- 
zials von dem Producte zweier veränderlichen Grölsen ansehen, wo, das Incre- 
ment öy entweder dem a” oder dem y angehört. Im eıstern Fall mülste die 
‚ Differenziation gegeben haben 


Pr ady ady Sis 
arðy -y PIE — ionit im letztern aber 


at .yey + iy? aray loga a —zy?- arðy logn a. 
rəy 
Von den negativen Gliedern I s für sich integrabel, daher di er- 
stere Verbindung der letztern vorzuziehen, wodurch man das Integral 
y ar ee logn a—ı 
logn a dogn a)? m (logn a)? ] Ed 

und wenn für y= o` ein Werth =o Statt findet, das vollständige Integral 
logn a — a Tesi 

(logn. a)? (logn a)? 


erhält. Indessen darf doch in so zweideutigen Fällen dasjenige Integral, welches 


a’ 


am leichtesten zu entwickeln ist, wohl nicht immer als das einzig richtige an- 
gesehen werden.. Es bleibt also noch die zweite Differenzial-Function zu inte- 
griren übrig. Diese ist offenbar einerlei mit 8(3@°y°) — öfarydy , folglich das 
verlangte Integral C + 4ary? — farydy. 

Hier Jäfst sich die bekannte Methode anwenden, einen Theil der Differen- 
zial-Function in eine unendliche Reihe aufzulösen ; denn es ista”=ı +y logn a 
+3 (y logn a)? +1 (ylogn a)? +etc. Das giebt, wenn mit yöy multiplieirt und 
jedes Glied für Hr integrirt wird, — [aydy= = 2[4+3 % logn a +3 (y logn a)? 
+ 75 Y Ogna) Eoria ] 

- Hätte man die obige Differenzial-Function ohne die vorkergehenden Rück- 
sichten integrirt, ‚so würde faryðy = y° [zt zy logsnatz (ylogna)’+ 
35 Ylogn a)? ters. es] gekommen - seyn. Das sind drei a Integrale von 

g 8 2 
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einem und demselben Differenzial, wo natürlich die: Frage entstehen. mufs, wel- 
ches das rechte sey. Es konımt glücklicherweise nur selten vor, dafs in der 
Form der. Differenziale eine solche Zweideutigkeit liegt; aber man sieht hieraus, 
was für ein bedeutender Unterschied zwischen nuttelbaren und unmittelbaren - 
Differenzial-Functionen Statt findet. Die letztern können gradezu keine solche 
Unbestimmtheit hervorbringen : daher auch bei ihnen der Rückgang zur Haupt- 
function an sich nie schwierig seyn kann, wenn man nur ihre Unterscheidungs- 
merkmale gehörig in Acht nimmt, wozu jedoch eine nähere Bekanntschaft mit 
verschiedenen zusammengesetzteren Gestalten derselben, oder eine mannichfaltige 
Uebung im Differenziiren von allerlei mehrgliedrigen Functionen, theils nöthig 
theils zu empfehlen ist. 


VII. Da aus dem Vorhergehenden einleuchtet, dafs verschiedene Eigenthüm- 
lichkeiten des Differenzial-Kalkuls auf dem gegenseitigen Verhalten der Mono- 
mien und Binomien beruhen : so wird man. dieses letztere in der Integral-Rech- 
nung, wieder benutzen können, um die Rechnungs- Operation durch Vertauschung 
x?0x 
a+x 
dienen. Wird atx=z geselat, so ist x? = z? — oaz + a?, und ô (a +x) =ôz 


“đer Binomien mit Monomien zu vereinfachen. Als Beispiel mag hier f 


= ôx. Der Umtausch giebt das Differenzia 


? —2az +a?)d 
1 sin uT welches in drei 


z 
einzelne Theile getrennt und so integrirt werden kann. Man erhält 42° —oaz 
+ a? logn z + Const.. d.i. 3(atx)"—e2a(a+x)+ a? logn (a+x)+€, und wenn für 
x= o der Werth des Integrals auch = o werden mufs, die beständige Gröfse 
= 4a?— 2a” +a? logn a = a? (logn a—2). 

IX. Dieser Umtausch findet auch bei Trinomien, Statt, indem das zweite 
‘Glied weggeschaflt und die Function dadurch in ein Binomium verwandelt wird. 


Es sey z. B.. öz(a—bz+cz?) zu integriren : so giebt z =y + = den Ausdruck 


2 z i 
am + L + cy?), wo die drei ersten Glieder unter dem Wurzelzei- 
chen: = « gesetzt werden können, um die binomische Function êy f (a+ cy?) zu 


erhalten.. Diese läfst sich entweder nach irgend einer bekannten Form integri- 
ren, oder wenn eine solche nicht da seyn sollte, in eine unbegränzte Reihe 


141 
auflösen. Für den gegenwärtigen Fall findet : das Erstere Statt,- undies ist 


Byr lat ey?) = 1yr lat oy?) ty logn [Fèy +r a+ at 
I „are ; i 


l b 2 ei 
Wird nun z — à für Yy z? — = + er , und saa ee bb: für æ wie- 


der eingeführt: so kommt das Integral 
b2 
x e — Èrate teat) + EZ logn pi . en ) +Y (a—bz +cz?) n 
ki 7 ((4ac—D°) : 4e) | 
X. Oft ist es sogar nöthig, Binomien in andere Binomien zu verwandeln, 
‘um ein vorgelegtes Differenzial auf eine bekannte Form zurück zu bringen. 


; ’ ‘ ; dx a 3 
Dahin gehört unter andern die Function ys welche sich auf die Weise, 


wie man Brüche zerlegt, in drei besondere Functionen auflösen, und solcher- 


gestalt integriren läfst. Man hat 
dx l 
m a hamps 0 f x aT Tat 20? mer 


Auf eine ähnliche Art wird das Integral von 
—x+x?)9x E58 +a? 2 2) ô 
Sre e a (ata? AR poata) et ah 
a?x—x? a? ad+ı EI CESI a—x 
gefunden. Beide lassen sich vermittelst des unter Num. VIII. angegebenen Ver- 
fahrens, oder auch mit Hülfe bekannter Integral-Formeln, weiter entwickeln. 


ae: 

Es ist hier nicht die Absicht, eine vollständige Anleitung zur Integral-Rech- 
nung zu geben ; denn das würde theils eine andere Ordnung, theils ein sehr 
weitläuftiges Werk erfodern. Vielmehr soll das Vorhergehende blofs dazu die- 
nen, aufmerksam darauf zu machen, ` 

ı. dafs die Anzahl und Mannichfaltigkeit der mittelbaren Differenziale in Hin- 
sicht ihrer verschiedenen Gestalt, nicht zu übersehen ist; 

o. dafs durch sie allein alle Schwierigkeit in den Integral- Kalkul gebracht 
wird, indem ungeachtet der vielen Integrations- Formeln die es giebt, doch 


immer noch Differenzial-Functionen vorkommen können, die sich nur mit 
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Mühe nach der einen oder andern jener allgemeineren Vorschriften inte- 
a lassen ; Lee, ER, 

. dafs die Integration sowohl der mittelbaren als auch der rn DE 
PE r überall auf dem Rückgange von dem zweiten Gliede in einer 
Reihe zu ihrem Anfangsgliede, also ganz allgemein auf einer gewissen Be- 
ziehung zwischen Monomien und Binomien oder Pälynbmien bil, 


Besonders giebt Num. 3. einen wichtigen Aufschlufs über die Natur des 
Differenzial-Kalkuls.. Denn indem Leibnitz darauf hinweiset, dafs bei der 
Integration eine ähnliche Vernichtung einiger Glieder von der binomischen Po- 
tenz, oder überhaupt von dem entstandenen Binom und Polynom, wie beim 
Ausziehen der Wurzeln Statt finden mufs, deckt er die Nothwendigkeit seiner 
Absonderung gewisser Differenzentheile so klar auf, dafs hier nicht mehr die 
Frage seyn kann, ob sie auch aus allen möglichen Gesichtspuncten betrachtet, die 


o.n(n— EA 


Probe uuhslsen werde. Wie r (a+ Sr ar +o .narb+ abet... 


+rb"=arb, durch die Vernichtung aller zwischen den beiden höchsten 
Potenzen von a und 5 liegenden Binomial- Gleder wieder erhalten wird, so 
mufs aus der binomischen Reihe 


n ee sur) (n—2) 2) 


pa o a RA daos Byr 
1.2 1.2.5 £ 


ne20% F 


; n ARE - 5 f 
das erste Glied aa Ep als das Integral, durch die Vernich- 


tung aller nach dem ersten Gliede der Differenz folgenden wieder hergestellt 
werden. Diese Vernichtung einiger Glieder, und nichts ‚anders, ist das 
Aehnliche, was beide Rechnungs-Operationen miteinander gemein ER denn 
hievon abgesehen sind sie sehr verschieden, indem das Wurzel-Ausziehen, von 
einem Polynomium zu einem Binomium, in welchem beide Theile in der er- 
sten, wenigstens allgemein in einer niedrigern Potenz erscheinen, das Inte- 
griren aber, von einem Binomium oder Polynomium zu einem Monomium (oder 
weniger- zuweilen auch wohl mehr-zähligen Polynomium) in derselben Po- 
tenz rn zurückführt. - Diese Vernichtung ist in der That so nothwendig, dafs 
die ärgsten Fehler begangen werden würden, wenn jemand sie unterlassen wollte. 
Da nun aber ein Theil der Differenz in der Aufeinanderfolge potenzirter Bi- 


— = 


nomien unweigerlich- Null werden mufs; warum soll er nicht gleich bei der 
Differenziation zernichtet werden, damit man für'den ganzen Verlauf der Rech- 
nung denjenigen Theil rein habe, von welchem die verlangte veränderliche 
Gröfse wesentlich abhängig ist? Dieser das Gesuchte bestimmt und richtig 
hervorbringende, dabei auch beständig bleibende Differenzentheil, ist das Diffe- 
renzial. Setzen wir zwei veränderliche unpotenzirte Gröfsen, so wie sie 
die äufsere Grölsenwelt uns überall vorführet, einander gleich, z.B. x=y: so 
müssen die Differenziale derselben, von welcher Ordnung sie: auch seyn mögen, 
ebenfalls gleich bleiben, und es entsteht der Satz Kymdr:iy—drr:öty W S. We 
das heifst die Differenziale verhalten sich, wie ihre zugehörigen veränderlichen 
Gröfsen *). Soll dieser Satz im ganzen Gebiet der Differenzial- Rechnung fest- 
stehen, so mufs im Augenbliek. der Integration - schlechterdings nei 

o.n (n= =t) 

1.2 

Recht wollte man sonst auf y= x” schliefsen?®. Es muß also eingeräumt wer- 


xO FO eoin das heifst Oy = nx" 9y seyn; denn mit welchem 


den, dafs na”—:8x für einen gewissen Augenblick, ohne alle weitere Zugaben 
oder Abzüge, dem.öy gleich ist. Nungbringt es aher die Natur.des Kalkuls mit 
sich, das nx” 18x, so oft es als. Differenzial von einer bestimmten Ordnung an- 

gesehen werden darf, für eine beständige. Grölse zu nehmen. Daraus folgt, ; 
dafs wenn nx"-"dx eimen einzigen Augenblick =%y ist, :es in allen übrigen Au- 
genblicken seiner Dauer, also auch. schon bei der Diflferenziation = êy seyn 
müsse. Eben darum ist jeder Zuschufßs zu 'nx”—"2x, etwas. die Gleichung 
eynkımıdr zerstörendes, welches neben dem Differenzial nicht geduldet wer- 
den kann, sondern als überschüssig weggeworfen werden mufs. Das erste das 
beste Beispiel dient hier, einen Belag für die allgemeine. Wahrheit dieser ‚Sache _ 
herzugeben. Wenn die eine ‚veränderliche Gröfse =. 16, die andere=4*, und 
das Increment der ersteren = 8, der,letztern, nach der Hinwegnahme der inte- 
gralisch binfälligen Theile, eben so grols seyn soll; so wird man die. 


Gleichungen 


”) Vergl. Leibn. Op. omn., T. IL. pag. 169. ‚Ein Satz, den auch’ die Theorie der Gränz- 
Verhältnisse, Kr $. 18. Num. í, æ, und C. Mac ar. vergl, $. 10, gegen das 


Ende, angenommen hat, 
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16 Hongi 

er akt te Fin 

ach gelte mgto ’ 

16+5.8=>(4+5-W’—4?+2.3.4+0.9 
u. sw bb: bei welchen keine Willkühr, keine unendliche Rleinheit der In- 
cremente, kein auf chen letztern sich stützender Fundamentalsatz der neuern 
Functionen-Rechnung u..dgl. sondern einzig. und allein ein strenges Gebot, 
welches vom 'Differenzial- und Integral-Kalkul gleichzeitig ausgeht , die leib- 
nitzische Absonderung der überschüssigen Differenzentheile vorschreibt. Sie ist 
also kein Irrthum, wie Lagrange behauptet, sendern tief durchdacht; und 
wer sie auch nur für etwas beim Entstehen des Differenzial- Kalkuls noch Unbe- 
gründetes erklärt, giebt dadurch zu erkennen, dafs ihm die ganze Differenzen- 
Methode bis dahin ein Räthsel sey. So weit nun dieser Kalkul frei bleibt von 
dem Zwange, den ihm die Geomensie durch die mittelbaren Differenziale ihrer 
Figuren auferlegt, soweit er seine Differenziale wie seine Integrale sich frei er- 
schaffen kann, soweit ist kein Zweifel und keine Widerrede vermögend, ihm 
unendlich kleine Incremente aufzudringen. Es ist ein Irrthum, dafs einige Glie- 
der in den Differenzen um ihrer Rleinheit oder Nullität willen weggeworfen 
werden müfsten; sondern -der wahre Grund liegt darin, dafs jene Glieder die 
Richtigkeit der Differenzial- Verhältnisse und Differenzial- Gleichungen zerstören. 
Da übrigens dieses Verfahren in dem Infinitesimal - oder geometrischen Differen- 
zial- Kalkul ebenfalls’ gültig bleibt: so ist es unläugbar, dafs auch hier die In- 
cremente nicht Nullen seyn dürfen, obgleich es nöthig ist, sie sehr klein an- 
zunehmen. Wollte aber jemand um deswillen den geometrischen Differenzial- 
Kalkul nur eine Annäherungs-Methode nennen, so würde er lediglich sei- 
ne Unkunde der Sache verrathen, und den Differenzial-Kalkul für eine Exhau- 
stions- Methode (wie Newton) ansehen, die er schlechterdings nicht ist, und 
eben darum auch nicht nöthig hat, krumme Linien u. dgl. bis auf geometrische 
Puncte einschrumpfen zu lassen, damit sie grade Linien genannt werden dürfen. 
Die erste und wichtigste Frage beim Integriren eines sogenannten geometrischen 
Elements ist diese: kann es für ein wahres Differenzial (d. h. für eine durch 
Veränderung der unbeständigen Gröfse entstehende immer wiederkehrende oder 
beständige Differenz) angesehen werden? —— aber keinesweges ist es diese: 
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sind die krummen Theile schon klein genug, 'um nach aller Strenge dieser ent- 
gegen gesetzten Begriffe, als grade angesehen werden zu können? — — Diese 
vorgespiegelte Verwandelung des Krummen in etwas Grades, ist bei allem Schein 
von logischer Strenge, dennoch ein logisches Unding, und es mufs nicht wenig 
befremden, dafs man den auffallenden Widerspruch in dem Satze nicht hat füh- 
len wollen: „die' krumme Linie wird ‚eine grade, wenn sie sich bis zu einem 
geometrischen Puncte verkürzt.“ Ist denn der Punct, das heifst die Gränze ei- 
ner Linie, wohl eine Linie zu nennen, oder die Linie selbst ? — — Iede be- 
jahende Antwort, zerstört hier einige der ersten geometrischen Begriffe. 


Drirter Absecha i fe 


Darstellung der besonderen Differenzial-Rechnung, und Erklärung, war- 
um dieser auf Geometrie angewandte Theil vom Erfinder auch 
Infinitesimal-Kalkul genannt worden ist. 


$. 42. 

Wenn ein’ veränderlicher Kreisbogen x nach und nach die Incremente 
ôx > sin ðx, 20%> sin ad, 30x > sin 50x u. s. w. erhält, so giebt diese Verän- 
derung eine Reihe von folgenden Gliedern : 
1.Gl.sinx - EST En o 
2. Gl. sin(x +9x) = sin x cos dx + cos xsin dx 
3. Gl. sin (x 4+ 208x) = sin x (2 cosdx?—ı)+2cosx sin 9x 
4.Gl.sin («+ 38x) =sinx(cos dx? — 3 cos dx sin 8x?) +cos x (5 sin dx cosdx?—sin 8x3) 
u.s. w. Es ist schon aus diesen vier Gliedern sichtbar, dafs die auf der rechten 
Seite der Gleichung befindlichen, blofs bis zum dritten einen beständigen Theil 
der Differenz geben : daher eignen sich sogenannte endliche Incremente nicht, 
zur Entwickelung eines trigonometrischen Differenzials für den Sinus eines ver- 
änderlichen Bogens. Aus diesem Grunde ist man genöthigt, die Incremente so 
klein zu nehmen, dafs die Sinus derselben im Verhältnisse der Bogen stehen, 
und diese letztern, wie es bei schr kleinen Winkeln in den trigonometrischen 
Tafeln geschieht, mit jenen vertauscht werden können. Unter dieser Bedingung 
kommt folgende Reihe zum Vorschein: z 

T 


1.Gl, sin x = siñ œ : 

2. Gl; sin (a t x) = sin x cos dx + cos xdx 

3. GI. sin(x + 20x) == sin x (200s8x2—ı)+ 2cosxdr 
4.Gl. sin (x+38x)== sin x (cos 8x3 — g cos ðx. 3x?) + 3 cos xde n. s. w. 

I. Setzt man nun sin x= y, so ist sin RUSSEN +dy, sin (x +28x)=y t28 y 
u.s.w. Der Abzug auf beiden Seiten giebt, so weit man die Reihe nur immer 
fortsetzen mag, êy gleich dem beständigen Differenzentheil cos xdx, welcher. 
nach Absonderung des Ueberschüssigen und Unbeständigen das verlangte Diffe- 
renzial ist. Es mufs daher ð (sin x) = cos xx seyn. 

II. Eben so führt die analytische Trigonometrie auf die folgende Reihe von 
Gliedern eines ununterbrochen wachsenden Kreisbogens, nach welcher sich der 
Cosinus von æ verändert: 

4.6; cos x:2= 608% 

2.Gl. cos (x+ 8x) = cos x cos dx — sin da 

5.G]. cos (x + 20x) == cos x (2 cos 8x? —ı) —2 sin x0x 

4.Gl. cos (æ+ 39x)= cos x (cos 08x? — 38x? cosdx) — 5Zsinxdx u. s. W. 

Der Abzug der aufeinander folgenden Glieder, und die Absonderung der un- 
beständigen Differenzentheile, giebt Ə (cosx) = — sin xdx. 

II. Von diesen beiden Differenzialen des Sinus und Cosinus, hängen die 
Differenziale aller übrigen trigonometrischen Linien ab, und män erhält: mit 
Hülfe der Differenzial-Formeln im $. 54 und $. 35., oder auch der Differenzia- 
tions-Regeln in der Einleitung: 
sin = (cosx? + sinx?)ðs _, -əx 

X 


— z= 
os 


cas- 4%? cos x? 


1. O(tangx)= ð 


2. I(cot x) = 0 (== = = _ (sin x? + cosx?) ðw S ape, F 


5 sing? 2; sin x2 
— 0 (cos x sin aA 
5. o (sec x) = (— ) ROBBE (cos x) — u 
cos & cos x? cos x 
1 — ð (sin x cos xər 
4 Spaa p=0| —— ) = A c) ER Mel ni i 
sin x sın X sin x? 


5.0 a ve) = 0 Be x) = — ô (cos x) = sin xdx. 
6.. 3 (cos vx). = ð (1 — sin y) =— 9 (sin æ) = — cos xôx: 
IV. Nennt man die trigonometrischen Linien, welche einem veränderlichen 


Bogen x angehören, nacheinander Y, so entstehen die Ausdrücke arc sin MEEA 


7 o — 


3 (arc sin y) = ĝx; arc cos y =x, dlarc cos y) = ðx; arc tang y=x, ð (arc tang y) 
= ôx usw. Für alle diese dx hat man, vermöge der acht vorhergehen- 


den trigonometrischen , Differenziale, acht verschiedene Ausdrücke, nämlich 
d/sin x) 9 8 (cos x). ar 


Or. s = a 


"cos & sin pe =cosx®, ð (tang x) mS f.. Das giebt nun fol- 
gende Bogen- -Differenziale, bei welchen y für sin x, êy für ð(sin æ), inglei- 
chen y für cos x, Ay für Ə (cos x), ferner y für tang x, ðy für Ə (tangx) u. s, w. 
gesetzt werden muls. 


1. ð (arc sin y) = ðr = ö (sin®) __ ðy 


coska ray’ 
2. Olarccosy) = ox = >) = an, 
i a... g(tangx) èy 
5. (arc tang y) =x = ee Da Ey 


9lcotx) c ey 


cosec x? ; aty? 


4. ð(arc coty) = ôx = — 


ae ed er 
| sinx —secxr(seca’—ı) yry? ee 
6. ð (arc cosec y) = ôx M __ sinx®dlcosecx) _ _ ___ 8 (cosec x) 
' cos% cosec x Y (cosec x?—1) 
i Əy, 
EITO. i 
7. Ə (arc sin vy) = ðx = Bu SAA = Timah iaie = T 
: T (1—c0sx?) r(asinvx—sinvx®) =) 
9. O(arc cos vy)=0x= — a (cos vo) ha a ir Aii 
cosx f (acosvx—cosvx?) rey —y2)' 


v. Da verschiedene Difkerenziale sich auf diese letzteren acht Formen zu- 
rückbringen lassen, so sind sie für die Integral-Rechnung besonders wichtig. 
xox 3 ; - 

Wenn z. B. das Differenzial Fa Fa = = —— zu integriren wäre: so würde man xy 


=% setzen können, welches x®=ez, und x*=4z2* giebt. Durch Umtausch 
xx 0x 2 


kommt —— -——— nn r 22 u 
re) Oz =) wovon das Integral $ arc sin = == z arc sin = 


Se Seine Richtigkeit erhellet aus 4 d (arc sin a wenn die obige Form IV. 


Num. 1. bei der Differenziation zum Grunde gelegt wird. 
T2 
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Obgleich die. Differenzial-Rechnung im Vorhergehenden genöthigt war, sehr 
kleine Incremente zu gebrauchen, um trigonometrische Differenziale zu erhal- 


ten : so folgt daraus doch keinesweges, dafs sie überall in der Geometrie an so 
kleine Veränderungs-Elemente gebunden sey. Denn es ist leicht einzusehen, dafs 
dieser Zwang nicht aus ihrer eigenen, sondern vielmehr aus der Natur des algo- 
zithmisch behandelten Gegenstandes herflielse, folglich sehr bedingt sey. Die 
Lehre von den Tangenten und Normalen kann diese Behauptung rechtfertigen. 
Denn obgleich man hier das elementarische oder characteristische Dreieck, wie 
Leibnitz es nennt (Op. omn. T. III. pag. 85: „ob crebros usus“, pag. 128, 193 
u. a. m.) und welches, wie er sich ausdrückt, wenigstens noch die Gestalt 
eines Dreiecks (in quo retineatur species Trianguli) haben soll, zum Grunde 
zu legen pflegt: so ist es doch völlig entbehrlich; weil es nur darauf ankommt, 
zu den Incrementen beider Coordinaten und zur Ordinate eine vierte Proportio- 
nal-Linie, die Subtangente zu suchen, um die verlangte Tangente an die Curve 
zu ziehen. Es sey_in Fig. 3. wie gewöhnlich 4P=x, PM=y, Pp=%x=Mg, 
pm— PM=®y=ıng und der Coordinaten- Winkel ein rechter : so läfst sich auf 
jeden Fall zu drei graden, eine vierte Proportional-Linie finden. Sind diese 


ð -8 
drei grade Linien öy, ôx und y, so hat man ĝy : ôx = y: D Nun sey B=, 
y 


und man lege an den Punct B das Increment der Abscisse Pp= BC, errichte aus 
dem Puncte G eine lothrechte Linie CD= mg, so sind jetzt offenbar zwei ähn- 
liche Dreiecke BCD und BMP möglich : folglich mufs die grade Linie BD, wel- 
che durch die Puncte B und D gelegt wird, nothwendig den Endpunct M der 
Ordinate PM, und nur dieser treffen *) Er istwaber auch ein Punct in der 
Curve, daher ein Berührungspunct, und eben darum nicht nur BM eine 
berührende, sondern auch BP ihre Subtangente. Hier ist nicht das ge- 


"Da in keiner Curve mit gradelinigen Coordinaten #:2'=y:y” angenommen werden 
kann, weil dies eine Gleichung für die grade Linie seyn würde: so. ist es unmöglich, dafs 
BM verlängert auch den. Punct m treffen sollte, sondern er bleibt unter ilir liegen. Am 
leichtesten kann man: sich hievon vermittelst der gemeinen Parabel überzeugen, wo das 


Verhältnifs y :X ue <y: = ist.. 
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ringste Bedürfnifs, Mg und mq unendlich klein zu nehmen; denn die Propor- 
tionalität der Subtangente hängt nicht ab von der Aehnlichkeit der Dreiecke 
Ming und BMP, sondern lediglich von dem Verhältnifse, welches drei grade 
Linien zu einander haben, und von der Achnlichkeit‘ der beiden gradelinigen 
Dreiecke BCD. und BMP. Noch weniger bedarf man einen unendlich kleinen 
Bogen Mm, um die Subnormale PN zu finden; weil auf jeden Fall nur die 
Aehnlichkeit der Dreiecke BMP und MNP verlangt wird. Man hat also ganz 
unabhängig von der Gestalt und Gröfse des Dreiecks Ming, die Proportion 


ð 
BP: PM = PM : PN oder = ıyz=Y: a wo die vierte Proportional- Grölse 


der allgemeine Ausdruck für die Subnormale PN ist, in welchen der Werth von 
einem jeden besondern y und ðy, nach Maalsgabe der Gleichung einer Curve, 
eingeführt werden muls. 

$. 44 


Es ist augenfällig, dafs aus den beiden Hauptgleichungen des vörhergehen- 
z 8 i j ES e- 
den Paragraphs p= BP, und BA = PN, auf welchen die ganze directe 


Methode der Tangenten beruht, die umgekehrte Methode der Tan- 
genten leicht abgeleitet werden kann. Tene lehret aus der gegebenen Gleichung 
einer Curve die Subtangente und Subnormale finden. Beide sind auf der verlän- 
gerten Abscisse die Abstände yom Puncte P, aus welchen die Tangente oder ihre 
Normale nach dem Puncte M gezogen werden mufs. Die umgekelirte Methode 
der Tangenten zeigt das Verfahren, von der Gleichung für die Subtangente oder 
Subnormale, wieder zu der Gleichung für die zugehörige besondere Curve zu 


gelangen.. 
1. Es sey AM in Fig. 3. der Bogen einer Fllipse, deren Gleichung 


2 
y? = p (x — S9 „ und Differenzial der Ordinate eyðy , das Increment 


R 


(p — )or P > 
ey = ne e z giebt : so ist ae ze = Game} = der Subtangente, Um 
Pr. 


von. diesem Ausdruck zu der Gleichung für die Curve zurückzugehen, ist nur 
- nöthig, die erhaltene Function von % dergestalt zu ordnen, dafs jedes Increment 
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als Factor, die ihm zugehörige veränderliche Gröfse in ihrer Verbindung mit be- 
ständigen Theilen bei sich habe, und hierauf zu integriren. Man erhält für die- 


a—2x)dx ð 3 ; 
sen Fall en == = Ba linkerhand des Zeichens steht, läfst sich in 
i Brücl 0x a —)dr As 7 . i x i 
PATOLA — un ge u auflösen. Die Integration giebt 2 logn x + 


zlogn (“—x)+Const=logny. Für y=oistauch x<=o, also Const = —ı logn a: 


a2 a! x? ax? (a—x)! 


daher logn y = logn ‚odery= 


, und beides zur zweiten Po- 
x . se . 
tenz erhoben, y? = € -~ =), das heifst, wenn für den bestimmten Parame- 


2 à } ; à a? 3 Un 
ter wieder der unbestimmte p gebraucht wird, y? =p ( x — —)» welches die an- 
fängliche Gleichung für die Ellipse war. 

2. Es. sey 4M in Fig. 3. ein Kreisbogen, und y„=ar—x?, wenn a den 
Durchmesser bezeichnet : so hat man y=(ax—x?) und die Subnormale 


tal . ; 
rY — + (da—x), wo das untere Zeichen gebraucht werden mufs, wenn die 
ox 2 


Abscisse schon gröfser, als der Halbmesser geworden ist. Soll aus diesem Aus- 
druck die Gleichung für die Curve wieder hergestellt werden, so verfährt man 
auf eine ähnliche Art, wie unter Num. 1. Es ist nämlich das geordnete Diffe- 
renzial yêy = (4 a—x)ðx zu integriren, welches 3y?=z3ax—;x?, oder „=ax— x? 
wieder giebt. 

z. Hieraus geht die allgemeine Regel hervor, dafs ‘wenn irgend ein Aus- 
druck für eine Subtangente oder Subnormale gegeben ist, und die Gleichung für 


A 


: = Br . yoz yo . 
die zugehörige Curve verlangt wird, jener entweder mit I oder mit PAPA zu ei- 
CET 


ner Gleichung verbunden, gehörig geordnet und integrirt werden müsse. Wäre 
z. B. die Subtangente = ı und die Subnormale =a°x—gax? + 2x3 vorgelegt: so 


© 
ünde yar =ı das Integral x=logn yund = = a®x— 30x? +2x? das Integral 


tè} 
et geben. Tenes ist die Gleichung für eine logarithmische Linie, die- 
ses die Gleichung für eine Art von Parabel. 
4. Man sieht hieraus, dals die Theorie der Tangenten dem Differenzial- 
Kalkul, in Hinsicht der Gröfse seiner Incremente, gar keinen Zwang auferlegt, 
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obgleich die Differenziale hier durch die Betrachtung der Figuren entstehen, wel- 
che Leibnitz (Op. omn; T. IH. pag. 117.) Aiguralem considerationem nennt, 
also mittelbare Differenziale sind, und als solche in seinen Infinitesimal- oder 
geometrischen Kalkul gehören, den er später, als den allgemeinen Differenzial- 
Kalkul erfand. *) Hieraus wird es begreiflich, warum er auf der einen Seite. das 
sogenannte Unendlich-Kleine in seinem Kalkul nicht leiden wollte, und auf der 
andern Seite sich doch wieder solcher Incremente bediente, bei denen einige 
Differenzen - Glieder wegen der Unvergleichbarkeit (ob incomparabilitatem, 
welcher Ausdruck weiter unten erläutert werden wird) vernachläfsigt werden konn- 
ten. Sein allgemeiner Differenzial-Kalkul war an gar keine kleinen, am we- 
nigsten also an unendlich kleine Incremente gebunden; weil: ungeachtet ihrer 
endlichen Gröfse das Wegwerfen gewisser Glieder in den Differenzen- Reihen 
sich doch rechtfertigen liefs. Dagegen legten ihm in dem geometrischen Kalkul 
die considerationes figurales, durch welche er seine dortigen Differenziale aus- 
mittelte, mehrentheils den Zwang auf, die Incremente der Curven sehr klein an- 
zunehmen, wie bereits die trigonometrischen Differenziale gezeigt haben. Hiei 
mit fällt nun aller anscheinende Widerspruch der beiden Sätze weg, welche in 
dem mathematischen Nachlasse von Leibnitz liegen: 

1. die momentanen Incremente sollen nicht als unendlich kleine Gröfsen be- 

trachtet werden; 


I. die momentanen Incremente müssen so klein genommen: werden, dafs Vie- 
les schon um der Unvergleichbarkeit willen vernachlässigt werden kann. 


Iener Satz gilt in dem allgemeinen, dieser in dem besondern oder 
geometrischen Differenzial-Kalkul. Indessen wenn man den Ausdruck „infinite 
parvum“ oder vielmehr „indefinite parvum‘“ in der echt leibnitzischen Bedeutung 
nimmt : so.ist diese verschiedene Beziehung beider vorhergehenden Sätze: nicht 
einmal nöthig, um einzusehen, dafs hier schon an sich kein Widerspruch Statt 
finden kann. Denn das indefinite parvum soll fürs Erste kein Null seyn; weil 


*) Comm, philos. et math, T. IE. pag. 380: „Ego incepi calc. dif. a numeror, seriebus etc, 
Postea animadvertens, in Geometria differentias et summas- (die Integrale der Differenzen) 
dare quadraturas, et multa, ob- incomparabilitatem evanescere in lineis; via naturali 


perveni a calculo generali ad specialem geometricum seu infinitesimalem.“* 
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„Infinite parvum longissime abest a nullo“ (vergl. Comm. philos. et 
math. Tom. I. pag. 382.) und bei allen geometrischen Elementen immer noch 
eine Gestalt, z.B. einer Linie, oder irgend eine geometrische Figur, z.B. eines 
Dreiecks, Trapeziums' u. dgl. übrig bleiben mufs: fürs Zweite, es braucht 
auch kein Null zu seyn; weil die geometrische Integration keine- archimedische 
Exhaustion ist (vergl. Opera omn. Tom. III. pag. 124. seq. pag. 127. ete.), Die- 
semnach sind die sehr kleinen Incremente blofs darum in den Differenzial-Kal- 
kul hineingekommen, weil die beim Rectificiren, Quadriren, Kubiren etc. der 
‚Curven benöthigten Differenziale, nicht unmittelbar, durch Differenziation eines 
bereits vorhandenen Integrals, sondern vielmehr durch eine Betrachtung derjeni- 
gen Figur, welche sich als Increment (und Differenzial) ansehen läfst, also 
mittelbar gefunden werden. 


| Er > 
Um das Differenzial für die Bogenlänge einer Curve im Allgemeinen aus- 
zumitteln, und die Rectification der letztern einzuleiten, kann man von fol- 
gender Betrachtung ausgehen. - Es sey in Fig. 3. das Dreieck BMP ähnlich dem 
Dreieck MNP, und bilde mit ihm ein Ganzes BMN, in welchem die Seite 
MN=a, BM=b,.BN=e, er PM=y und PN=z ist; so finden folgende 
Proportionen Statt 


1 09 Po Bene SEE et ger a 
DB ua u SL VEREIN, > š 
3) SAA UA 


In der dritten liegt der Satz: das Quadrat der einen Aussenseite verhält 
sich zum Quadrat der andern, wie der eine Abschnitt der dritten Aussenseite zu 
ihrem andern Abshhnitt. Hieraus Ss die ganz allgemeinen Ausdrücke: 
e=:( + 1) und a? 4b? ie Wenn nun auch 

z 
4) Ra mu a 
a? 


als möglich angenommen werden kann, soa ist — =c und a®+b?=c?. Wender 


man dies an auf das kleine Dreieck Ming, ia nennt die gekrümmte Seite ds, 
so wird es angehen, diese dergestalt in zwei Abschnitte d und 08s—d zu zer- 
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legen, dafs ,3y? 0x? = d =: ðs— d ist. Eben so wird sich d: êy =8y:nðs als mög- 
lich-annehmen lassen. Unter diesen Voraussetzungen erhält man den FREE 
r 0x? + əy?) = Ey 
als allgemeine Form eines Bogen-Differenzials, welches dadurch integrir= 
bar gemacht werden mufs, dafs man aus der gegebenen Gleichung für eine be- 
sondere Curve, entweder dx? oder &y? entwickelt, und durch Einführung dés er- 
haltenen Werths das eine ‚von beiden Quadraten wegschafft. Als Beispiele 
können hier die Bogen der Radlinie und Logistik dienen. Im jener ist 


ôx la— =x) 
ðy = TE 


, wenn a den Durchmesser des erzeugenden Kreises ERDE 


in dieser 2 = dx, wenn b die Subtangente bedeutet. Das giebt im ersten Fall 
J. 


ð h2 2 
ar Ž und s= o7 ax; im letztern ee ze 


also s=r(b? +y?) 


mn 


—blogn + Const. Bei den mehresten Curven erhält man Diffe- . 


renziale, sa in eine Reihe aufgelöset werden können, um sie zu integriren. 


> 3 ee $ 3 

So giebt Mie Kreislinie ðs = 1 ax30x(a—x)-3 oder ðs = ð (arc sin x)= ————— r 

M(ı—x?) 

Das erstere ist ein mittelbares, das letztere ein unmittelbares Differenzial, aus 
xi 5x3 223 

. 42. Num: IV. nes hat das Integral s = alri+ —_ BER "EL nr 

$. 42 Num IV. Jenes g Fa zoar a KPE 


3 5x 
115203 a 
Dort ist x Abscisse, hier aber Sinus für den Halbmesser=ı. Um beide Aus- 
drücke miteinander zu vergleichen, kann im erstern z=a gesetzt werden, wel- 
ches die Länge des Halbkreises giebt : 
"aa t Et tat ii tee 


Wird nun a =2 gesetzt, so ist 44 = dem Halbmesser Eins. Eben so grofs 


4 usw. dieses s = x 4 Læ + a°® triar + 237 + us E 


kann man den Sinus x nehmen, wodurch die nämliche Reihe für den Kreis- 

quadranten hervorkommt. Hieraus läfst sich der Schlufs ziehen, dafs die durch 

Betrachtung der Figur Mmg entstehenden mittelbaren Differenziale, mit den 

durch Differenziation unmittelbar erhaltenen einerlei Integral geben, Uebrigens 

ist auch in Hinsicht der Rectification der Kreislinie die Uebereinstimmung, der 
U 
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elementargeometrischen Resultate mit den hier gefundenen bekannt, und ver- 
bürgt die Zuverlässigkeit der letztern. Jedoch kann dadurch nicht ‚bewiesen‘ bi 
den, dafs beide der Erfolg einer Erschöpfung (archimed. Exhaust.) sind, wel- 
che sich der Wahrheit auf Seiten der Differenzial-Reehnung um ‘so mehr nä- 
hern müsse, je mehr die Dreiecks-Seite Mm Null sey. Leibnitz hat sich 
hierüber an keinem Orte deutlicher ausgesprochen, als in den Oper. omn. Tom. IH. 
pag. 128”): „Triangulum inassignabile, quod ego characteristicum vocare soleo, 
triangulo assignabili (einem durch den Maafsstab -bestimmbaren) simile agnos- 
cere, et tamen pro nihilo habere, in quo retineatur species (Gestalt) Trianguli 
abstracta a magnitudine, ita ut sit datae figurae, nullius vero magnitudinis; 
nescio an intelligi possit. Certe obscuritatem non necessariam inducere videtur. 
Figuram sine magnitudine quis agnoscat?“ — — Es ist fast unbegreiflich, 
wie man den verständlichsten und gegründetsten Erklärungen dès Erfinders der 
Differenzial- Rechnung von je her hat so viele Gewalt anthun, können. Derfol- 
gende Paragraph wird einen völligen Aufschlufs darüber geben, was ein soge- 
nanntes Element oder geometrisches Differenzial ist, und welcher. algorithmi- 
sche Zusammenhang zwischen ihm und seinem Integral Statt findet. 


: $. -46- 

Bei der Quadratur der Curven erhält man das sogenannte Flächen- 
element, oder vielmehr das Differenzial der Fläche,. durch die Betrachtung der 
gemischtlinigen Figur PMmp (in Fig. 3). Wird Mm sehr klein genommen, so 
hat sie offenbar Aehnlichkeit mit einem Trapezium: folglich ist ihr Quadratin- 
balt =ð (en = 1öx(ytytöy)= yöx + $ xey. Gehörten diese letztern 
beiden Glieder in eine Binomialreihe dergestalt, dafs yəðx das zweite und Zöxdy 
das dritte wäre: so müfste nach $. 38. Num. I. und IH., wie auch nach §. 39, 
das Glied 43xdy nothwendig ein integralischesNull werden, also wegfallen; denn 
unter der Voraussetzung, dafs das Anfangsglied (terminus integralis) ein Mono- 
mium, oder eine eingliedrige Function ist, darf aus 4dxdy kein integrirender 
Theil derselben hergeleitet werden. Um sich nun davon zu ‚überzeugen, dafs 
yðx und 30x0y in dieser Differenz, die noch kein Differenzial ist, nichts 


weiter seyn können, als zwei Glieder in unmittelbarer Binomial-Folge, und dafs 


*) Es ist eine Berichtigung der Idee, welche Wallis vom geometrischen Differenzial- Kalkul hatte. 
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eben darum 49x9y mit dem Cocflicienten Null versehen werden müsse, setze 
man allgemein y = apx, welches 4 y= px und 4 ôy = pôx giebt, Durch Ein- 
führung dieser Werthe wird ydx+40x29y =opxöx + pox? = ploxðx + 3x) In 
dieser Gestalt erkennt mån leicht, woher die Differenz entstanden seyn müsse, 
nämlich von p(x+öx)?=p(x? + 2xdx + 3x2). Demnach “ist die Stammgröfse 
= px”, und läfst durch‘ Abzug von px? + opxdx + px” das Differenzial apxdx 


Or 


+o . pox? =y9x t axy = yðx, zufolge des §. 38. und 39. Nur diese Ent- 


deckung hatte Leibnitz nöthig, um die Form eines allgemeinen Flächen- 
Differenzials oder sogenannten Flächenelements zu erhalten. Dafs er sie 
grade auf diesem Wege gemacht habe, liegt klar genug in den im $. 44. “Num. 
4. angeführten Worten: animadvertens, in Geometria differentias et summas 
dare quadraturas“ u. s. w. Die Darstellung des Differenzials ydx durch eine Fi- 
guren- Betrachtung, und die Vollendung der Quadratur der Curven (calculi tetra- 
gonistici), mufste das Werk eines und desselben _Augenblicks seyn. Denn um 
das allgemeine Flächen-Differenzial auf jede besondere Curve anzuwenden, war 
nichts anders nöthig, als y mit der zugehörigen Function von der Abseisse x zu 
vertauschen, und das besondere Differenzial, z. B. x38x7"(a—x) beim Kreise, zu 
integriren. Das gegenwärtige Beispiel giebt einen Kreisabschnitt wie APM = 
Pr Z h t i 

ee r S arc tang r2 Ist x = $a, so erhält man 4PM = Tarc | 
tang ı =% arc tang 45°, wo ṣa? mit dem Bogen von 45° für den Halbmesser 
= ı multiplicirt werden mufs. Gehörte APM einer Parabel, so würde pi /x30x 
=3xYpx =3xy seyn. Bei einem gradelinigen rechtwinkeligen Dreieck wäre 
APM=3%y. Das giebt Zxy:4@y=4:3 als das Verhältnifs einer parabolischen 
Fläche zu einem gradelininigen Dreieck, welckes mit ihr einerlei Grundlinie und 


Höhe hat. 
$. 47. 


Legt man bei der Kubatur der Curven den Satz zum Grunde, dafs ein 
abgekürzter Kegel, oder ein.solches Konoid gleich sey dem Product aus der Hö- 
he in das arithmetische Mittel beider Grundflächen : so giebt die Umdrehung 
des kleinen Trapeziums PMinp (Fig. 3.) um seine Axe Pp, den Körper t rôx[y? 
+y+3y2]—=4 rd (ey? + eyðy + əy?). Durch die Multiplication mit dem ge- 

U g 
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: | m 2 TERN Missa. 
meinschaftlichen Factor = entstehen drei ungleichartige Gröfsen im der Paren- 


these, nämlich y*r, welches eine Kreisfläche ist, nyðy und zmoy?, welches keine 
Kreisflächen sind, wenn zufolge des $. 31, 3y als eine sehr kleine unbestimmte 
Einheit angesehen wird. Eben darum können ry.ı und r.r nicht mit my? 
verglichen, und folglich auch nicht zu ihm addirt werden, sondern sie fallen 
aus der Summe beider Grundflächen des Konoids weg, oder wie Leibnitz es 
ausdrückt: „propter incomparabilitatem evanescunt.*“ Also bleibt my?dx 
als Körper-Differenzial oder kubisches Element zurück. Man sieht leicht 
ein, dafs diese Unvergleichbarkeit (Incomparabilität oder Heterogeneität) der 
Addenden, blofs innerhalb der Gränzen des geometrischen Differenzial-Kalkuls 
eine Bedeutung, und ausser diesen keine Allgemeingültigkeit haben könne; es 
sey denn, dafs: man sich alle Gröfsen als geometrische Figuren mit einer gewis- 
sen Anzahl von Dimensionen. vorstellen wollte. Dagegen: findet der allgemeine 
integralische: Absonderungs--Grund auch hier Statt, sobald nur nachgewiesen 
werden kann, dals ey? +2ydy +öy?, oder vielmehr r(y’öxtyöyöx+toy?ös) das 
zweite, dritte und. vierte Glied: aus einem: potenzirten Binomium (aus einer-bino- 
mischen Kubikzahl) ist.‘ Setzt man y=px und &y=pöx, so giebt der Umtausch 
den Ausdruck r(p?x?öx-rp?x0x? +4p?8x3). = p?r (78x + 290? +1x°6x?), welches 
offenbar die natürliche Gliederfolge aus einer binomischen Kubikzahl ist, in: wel- 
cher das. erste Glied und der Coeflicient 5 beim zweiten und dritten Gliede fehlt, 
also. einen: gemeinschaftlichen, Factor Zp2r, voraussetzt. Mit. Hülfe desselben 
würde man:aus æ? +3x?0x+3x0x? +x°0x3 erhalten p?r (3x? +x?8x-+xdx? +4x°0x3), 
welches bis auf den Coeflicienten im letzten Gliede mit der vorhergehenden Form 
übereinstimmt.. Diese Verschiedenheit ist sehr unerheblich, besonders wenn man 
bedenkt, dafs yõyêx und 40y?°ðx die binomisch veränderlichen Theile in der 
Differenzenfolge sind.. Indessen. läfst sich diese kleine Abweichung von. der ge- 
setzlichen Form dadurch völlig heben , dafs. man. den geometrisch richtigern 
Ausdruck für ein abgekürztes Konoid zum Grunde legt.. Es sey nämlich die 
Höhe desselben = h, der Halbmesser der untern Grnndfläche = r, der obern 
= go, die Differenz beider letzten = d :. so ist ir kubische Inhalt desselben 


= Rh £ + )= ihr(o+a] ı + Fer = r [oh + gah+ gaeh]: 


a ry 
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Wird nun ọ mit y, d mit dy und k mit x vertauscht; so erhält man den 
durch Umdrehung des Trapeziums PMmp entstandenen Körper = r [y?dxtydyox 
+10y?0x]). Setzt man wieder y=px, so kommt m[p?x?dx + p?x6x*+3p°0x3], 
welches unläugbar aus der binomischen Kubikzahl 3 p*r [x3 +3x?8x+ 3x0x?+8x?], 
durch Abzug von x?, als dem ersten Gliede in der Reihe entstanden ist. Des- 
wegen kann p?rx?dx + p?rx0x? + 3p?r0x? oder my?0x + ryðyðx + 3 mdy?8x für 
nichts anders, als für eine durch binomische Potenzirung entstandene Differenz 
angesehen werden, in welcher das zweite und dritte Glied ein integralisches 
Null ist. Folglich erhält man mit aller Schärfe, die nur gesetzlich vom Kalknl 
gefodert werden kann, das allgemeine kubische Element, oder lieber das allge- 
meine geometrische Körper -Differenzial my2öx. 

Hier ist nichts weiter nöthig, als aus jeder besondern Gläichling- einer Curve 
den Ausdruck für das Quadrat ihrer Ordinate mit ôx zu multiplieiren und zu 
integriren, um den kubischen Inhalt des durch Umdrehung der Curve um ihre 
Axe u. dgl. entstandenen Körpers zu bestimmen. So ist unter andern der kubi- 
sche Inhalt eines Kugel- Abschnitts = nflax—x?)ox=r (3ax’—4x°), und einer 


ganzen Kugel = a’ r (4—3) = 5 T.a? = 0,5255994? 


$- 48. 

Soll die krumme Oberfläche eines durch Umdrehung einer Curve um 
ihre Axe oder Asymptote u. dgl. entstandenen Körpers gefunden werden: so- mufs 
der geometrische Satz zum Grunde liegen, dafs die krumme Oberfläche eines ab- 
gekürzten Kegels oder Konoids gleich ist einem Trapezium, welches den obern 
und untern Umfang zu Grundlinien und die abgekürzte Seite zur Höhe hat. 


Diesemnach erhält man den Ausdruck 
ds eg m(ayds+3yös). 

Um sich zu überzeugen, dafs rôyðs das nach $. 41 u. a. zu vernichtende 
Binomialglied sey, darf nur y=_s gesetzt werden: so kommt rø (250s+8s?), 
welcher Ausdruck von dem zur zweiten Potenz erhobenen Binomium rO(s+ ðs)? 
herstammt. Es ist also das allgemeine Differenzial der krummen 
Oberfläche arQsðs= aryds = emyr (ax? +0y?), in welchem entweder y und 
y mit einer Function von der Abscisse x, oder umgekehrt əx mit einer Func- 


tion von der Ordinate y vertauscht werden mu[s, um es.integriren zu können. 
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adx 
N (ax x)’ 
also das Flächen - Differenzial = aröx, und sein: Integral = arx; in dieser 


Als Beispiele dienen hier die Kreislinie und Logistik. In jener ist ðs = 


ady = dx, wenn a die Subtangente bezeichnet, welche y zugehört: folglich 


y 4 
2 x 
ser + 1) und oy rôs = ordy Y (a-y?) -wozu das Integral 


y+rla®+y?) 


tyra? +y?)— r (a? +1) +a logn IFF a FO ] + gefunden wird. 
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Aus .der bisherigen Entwickelung der geometrischen Differenziale geht ganz 
klar hervor, dafs wenn gleich die Incremente der Coordinaten und ihrer zugehö- 
rigen Bogen, um der an die Figur gebundenen Ableitung willen, sehr klein 
seyn müssen, doch keine Veranlassung da ist, diese Gröfsen = o anzunehmen; 
weil grade dadurch alle Figur und Figuren-Betrachtung wegfallen würde. Noch 
weniger ist ein Grund ‚vorhanden, jene Incremente bei der Lehre vom Krüm- 
mungs-Winkel, Krümmungs-Halbmesser, von der Evolution u.s. w. 
als absolute Nullen anzusehen. 

1. Es sey für den Punct m Fig. 3. die Tangente Om gezogen, so werden 
BM und OM sich zwischen M und m schneiden, und einen sehr kleinen Win- 
kel bilden, durch welchen bei dem Wächsthum des Bogens AM =s, die momen- 
tane Krümmung bestimmt werden kann, und welcher deshalb der Krümmun gs- 
Winkel genannt wird. Er kommt zum Vorschein, wenn LÆABM=Ọ kleiner 
wird, und ist folglich ein Decrement von Ọ, also = ðQ. Um ihn von der Tan- 
gente BM und ihrer Subtangente BP ganz unabhängig zu machen, betrachte 
man BC als den Kreis-Halbmesser=ı, so ist CD die Tangente, und 
r:tang® = BC: CD=ðx :dy, tang Ọ =2. 
Nach Maafsgabe des Kreis-Differenzials $. 42. Num. IV, 5. ist hier 
ð (ðy : 8x) _ 8x0? y —Oyd?x 


ðy? ER 8y? 
(17 358) 0x? (1+ 3) 
OR — OO ` 2x32y — yə? 
RT U RESNE 


39 =ô (arc tang A == 
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In diesen allgemeinen Ausdruck für den Krümmungs- Winkel kann man bei 
einerlei und bei verschiedenen Curven, entweder aufeinander folgende oder auch 
gleiche Werthe von x und y einführen, um ein Verhältnifs der Krüm: 
mung an verschiedenen oder gleichnamigen Puncten dadurch zu erhalten. 


; ; ð 3y? ; 
So ist z.B. in der Parabel 9 C s Ee , und pn = a folglich 


dx p 
PET 


der Umtausch das Krümmungs - Verhältnifs 


Nun sey einmal x=ip, das anderemal x=3p, so giebt 
ap OP: ar 5. 2 
Gpp E "Gptpr? p 3P 
= 53:2, in dem einfachen und doppelten Abstande des ‘Brennpuncts vom 
Scheitel. i 

2. In einer Curve mit Ordinaten aus einem Punct, wie Fig. 4, sey AP=x, 


Pp=®x, CM=y, C'n—CM=%, BCM=R, BC=* i T == der Subtangente, 


und Gy 4 CM: so ist LDGg=BGED+BG4=BED+BMC=DmC+ Gqm = DmC 
+ MCm, folglick BGD = 00 = (DmC — BMC) + MCm = (BMC) + MCm. Da 


29 
CM: BC = y : subtg = y-: = ı :tang BCM, so ist tang som =! 


rzoy—rydz 


A = i 
ee. und ô (tang BCM) = 9 (arc tang-—) = 


ðy— yð 3 ; i 
EFE Pa Dazu tang M Cm =”, so kommt der allgemeine Ausdruck für 


222 + y? 
: , ð — f) 
den Krümmungs-Winkel 80 = aCA Er = 


In diesen Ausdruck mufs nach Maafsgabe der besondern Gleichung für y 
substituirt werden. Wäre z. B. ÆM der Bogen einer archimedischen Spiral- 


7 Ru 0x 8 1 5 3 R 
Linie: so würde y= —, Ye undz = ——- Il seyn müssen.‘ Das giebt 
am 2m 0% or 


ns BER a 8x 
ern 
ihn anwendbarer zu machen: so ist hier die de für das elementarische 


Soll in diesen ‘Ausdruck Əs für 0x eingeführt werden, um 


Dreieck „ dessen ee, Mm vorstellt, = I 5 , und ðs = 7 as = t 54°) 
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zul Om UerAr ; u. ermös , __ arös(er?-+x2) £ 
= +x?), folglich x = Fri)’ und 90 = WERE In die- 


sen Ausdruck lassen sich verschiedene x setzen, und man kann, unter der Be- 
dingung, dafs Əs überall gleich grofs angenommen wird, die Krümmung ver- 
schiedener Bogen dieser Curve miteinander vergleichen. 

3. Aus ı und 2 ist klar, dafs es bei dieser ganzen Betrachtung nirgend auf 
unendlich kleine Theile oder absolute Nullen ankommt. Im Gegentheil werden 
Winkel verlangt, deren Schenkel nicht aufeinander fallen, die also noch 
eine Gröfse haben sollen. Eben darum kann so wenig das Differenzial des Bo- 
gens, als einer der beiden Coordinaten in diesem Fall jemals =o seyn. Der 
Differenzial-Kalkul hat also hier, wie bei allen veränderlichen Gröfsen, mit blos- 
sen aber wirklichen Differenzen zu thun. 


$. 50. 

Derjenige Kreis, welcher mit dem gegebenen Bogen einer Curve einerlei 
Krümmung hat, heifst der Krümmungs-Kreis (Schmiegekreis, Osculator) und 
sein Halbmesser der Krümmungs-Halbmesser (Schmiegemesser, Radius oscu- 
li). Einen allgemeinen Ausdruck für diesen letztern lehrt die Differenzial- Rech- 
mung durch folgende Betrachtung (considerationem figuralem) Anden. Der Win- 
kel einer Kreistangente und Sehne ist gleich dem halben Centriwinkel der letz- 
tern = ły. Ist derdiesem Winkel zugehörige Bogen = ðs, und der Durchschnitts- 
Winkel beider an seinen Endpuncten liegenden Tangenten = ôỌ : so mufs der 
Halbmesser k ein Krümmungs- Halbmesser seyn. Die Proportion A : chord y 
=ı:2esinliy=ı:2.44=1:2, giebt vermöge des Satzes, dals bei sehr klei- 
nen Winkeln die Sinus im Verhältnisse der Bogen stehen, den ganz allgemei- 
nen Ausdruck für den Krümmungs-Halbmesser =% 


\ 


Nun läfst sich erweisen, dafs eG = 2R — (2R —4) = 4 sey: folglich kann 
für den Winkel y der Krümmungs-Winkel gesetzt werden, und man erhält den 


8 š 5 
Ausdruck k = 30 das heifst: der Krümmungs-Halbmesser ist im Allgemeinen 


gleich dem Quotienten aus dem Bogen-Differenzial dividirt durch den Krüm- 
mungs-Winkel. Es giebt aber Curven mit parallelen und concentrischen Ordi- 
naten, Bei den erstern ist der Krümmungs- Winkel anders, als bei den letztern 
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ausgedrückt. Daher“müssen auch zweierlei Ausdrücke für den Krümmungs- 


Halbmesser da seyn. 
ı. Für parallele Ordinaten ist der Krümmungs- Halbmesser 
1 ðs 85? 
T ô T or — Ixo 
Wird 7 = z gesetzt, so muls y=zöx, Oy? =r?0x?, Əs? = 0x? (1422) 


und ðs? = Ea (1 +z?)2 er Daraus folgt 
ER 
k= = = (ira), 
oder wenn für z und əz die obigen Werthe gebraucht werden, und man zugleich 
Ox als eine beständige Gröfse ansieht : 
(1 + 8y? 0x—)E 


k= pess d?y. Dr" 
fel 
Für die gemeine bel Z. B. erhält man, wegen Z =æ ip 2 und oÇ? a 


P29x (4&+p)2 
4xa ’ —2f p 
zu erkennen giebt, dafs die Richtung des Krümmungs-Halbmessers nicht von 


den Krümmungs - Halbmesser A= ‚ wo das negative Zeichen 


z — 


Scheitelpuncte der Curve ausgeht, sondern eine der Abscisse entgegen gesetzte 
ca hat, so dafs der Krümmungs- Kreis gegen die Axe der Curve hohl ist. 

. Gehen die Ordinaten einer Curve aus einem einzigen Puncte hervor, so 
ist ie Krümmungs-Halbmesser gleich dem Quotienten aus dem Bogen -Diffe- 
renzial, getheilt durch den Krümmungs- Winkel einer solchen krummen Linie, 


. 3s ds 
Daher in diesem Fall 35 = rasy —yðz) : Qz F) +?) 
Werd r2(05°—Oy? 6 Oy 2 
Aber a = r(ös?—dy?), also. y? = ger und =? =: Durch 
Jae ðs rös? 
Umtausch erhält man A = axy? Host —yory)— der. yðy’ 


oder = ANAE n Pera _ 
dx (8y? + ds — y8 y) 
wenn 0x als beständig angesehen und eben darum 8?x = o wird. 
3. Auch hier ist gar keine Nothwendigkeit vorhanden, die Gröfsen ðs und 
9Q für absolute Nullen anzusehen. Denn wenn beide =o wären, so mülste 


X 


162 


auch der Krümmungs-Halbmesser =o werden; desgleichen -irs demjenigen Fall, 
wo ds = 0o seyn sollte und 80 nicht. Wäre aber dies letztere>allein == 0} :s0 
würde man einen unbegränzten oder unendlichen Krümmungs-Halbmesser erhal- 
ten. Da nun weder dieser noch jener gesucht wird, se'ist eine solche Voraus- 
setzung, aus welcher doch Eins von beiden folgen müfßste, durchaus widersinnig. 


tig 
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Eine Curve, welche in einer Ebene durch den Endpunct eines straffen Fa- 
dens, den man von einer andern Curve’abwickelt, beschrieben wird, heifst eine 
Evolvente, und die. durch, Abwickelung ‚wieder frei gewordene krumme Linie 
eine Evolute. Der abgewickelte Theil des straffen Fadens liegt immer tangen- 
tiell an der Evolute, folglich fällt er mit der Tangente der letztern zusammen, 
oder ist selbst die Tangente, wenn er gehörig bis an die Subtangente verlängert 
wird. In diesem Fall ist er gleich dem Bogen 4M in Fig. 3 ader 4, wenn noch 
eine beständige Gröfse BM—AM zu ihm hinzugefügt wird. Hieraus folgt, dafs 
man jeden verlangten Punct B in-der, Curve‘ EF bestimmen kann, wenn das 
Bogenstück AM rectificirt, und in dem Fall, dafs die Evolvente nicht vom 
Scheitelpunct 4 ausgehen sollte, mit der benöthigten Constante versehen wird. 
Uebrigens ist BW der Krümmungs-Halbmesser der BVGINERTE, und wenn er x ge- 
nannt wird, sein allgemeiner Ausdruck 

| x = [ds + Const. 

welcher Edert. BE die Evolute sich ENTE lasse. Da nicht geläugnet 
werden kann, dafs die Evolvente aus lauter kleinen Kreisbogen zusammenge- 
setzt ist, deren Krümmung nach dem Gesetze der Stetigkeit ineinander. übergeht: 
so ist auch leicht einzusehen, dafs die jedesmalige Tangente an dieser Curve 
auf dem zugehörigen Krümmungs- Halbinesser senkrecht stehen, und dieser letz- 
tere mit der Normale seiner Tangente immer einerlei seyn müsse. Die Auflö- 
sung der Aufgabe; eine Tangente an die Evolvente zu ziehen, beruhet also, 
darauf, dafs man in der Evolute den benöthigten Punct M bestimmt, wohin 
der Krümmungs-Halbmesser x aus dem gegebenen Puncte B gezogen werden 
mufs.. Unter andern giebt die Gleichung für x ein: Mittel an. die Hand, die Bo- 
genlänge s=x— C zur Bestimmung des Puncts: IM vermittelst der Abseisse anzu- 
wenden. Hätte man, eine Gleichung für die Eyolyente, mit Hülfe deren. sich an 
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jeden in ihr. gegebenen Punct eine Tangente ziehen 'liefse: so ist klar, dafs als- 
denn fürs Erste, die ihnen | zugehörigen. Normalen oder Krümmungshalbmesser 
gezogen, und fürs Zweite; wenn «ihre Länge bekannt wäre, auch eine hinrei- 
chende Anzahl von Krümmungs-Mittelpuncten, als: Puncten in der Evo- 
lute; bestimmt werden könnten, um den Zug dieser letzteren aus freier Hand 
zu machen. 

“Hienach wird es begreiflich genug, dafs die Beschaffenheit der Evolvente 
aus der Natiir der Evolute, und umgekehrt: die letztere aus der Gleichung für die 
erstere erkannt werden könne. Verbindet man hiemit noch, dafs je zwei Krüm- 
mungs-Halbnıesser der Evolvente einen Krümmungs-Winkel für die: Evolute 
bilden, welcher in einigen der hier vorkommenden Gleichungen mit in Rech- 
nung zu ziehen ist: so sind:das doch auch alle Grölsen, die man:in der Lehre 
von der Evolution braucht, und es zeigt sich nicht die mindeste Nothwendig- 
keit, dafs die Differenzial- Rechnung hier sogenannter unendlich kleiner Gröfsen, 
oder gar absoluter Nullen bedürfte. Vielmehr werden überall wahre Diffe- 
renzen der veränderlichen "Gröfsen erfodert, und die etwanige ausserordentliche 
Kleinheit derselben bringt immer nicht die innere Beschaffenheit dieses geome- 
trischen Kalkuls, sondern lediglich die Betrachtung der geometrischen Figuren 
mit sich, bei denen eine Form nöthig ist, welche mit der Gestalt anderer leicht 


zu berechnender Figuren eine gewisse Aehnlichkeit hat. 


Vierter Abschnitt 
Anwendung.der Differenzial-Rechnung auf die Lehre vom Grölsten 
und Kleinsten, 


9. 52 
Es ist merkwürdig, dafs jede Function, jede geordnete Gleichung, und so- 
gar jede Proportion aus dem gemeinen -Dreisatze, einen Ausdruck für die Ordi- 


nate irgend einer Linie geben kann, diese möge krumm oder grade seyn, So 
sind z. B. y=ax—x?, y-=- (ax—x?), y=ax—x” rc, Gleichungen für Curven, 


die. von ihrer Abscissenlinie æ anfangs aufwärts, und nachdem sie die gröfste 


Höhe erreicht haben, wieder abwärts steigen, Die Gleichung #3 —4x? + 4x=y,' 
X2 
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giebt für «=o auch die Ordinate = o; für die Abscissen 0,12; 0,25, 0,50, 0,75, 
1,00, 1,25, 1,5,.2 die Ordinaten 0,43, 0,76, 1,12, 2,17, 1,00,,0,70, 0,22, 05 
sie bildet also anfangs eine eyförmige Figur, ‚nachher ‘aber krümmt sie"sich 
unaufhörlich und zwar sehr schnell aufwärts. Eben so bringen die bekanntem 
Binomial-Potenzen a? + 2axtx?, a? + ga?xtgax? Hx? u. s. w: gewisse Linien, 
theils grade theils krumme hervor, je nachdem ihre Ordinate y in der'ersten 
oder zweiten Potenz, und % als veränderlich angenommen wird. "Auch führt 
jede Aufgabe aus der gemeinen Proportions- Rechnung- auf eine ‚Gleichung für 
eine grade, aus der Zins-Zinse-Rechnung aber auf eine Gleichung für eine loga- 
rithmische Linie Da nun jede mögliche Function, ausser ihrer jedesmaligen 
besondern auch die allgemeine Bedeutung einer Ordinate in irgend einer 
građen oder krummıen Linie haben kann, und die Ordinaten so beschaffen: sind; 
dafs: sie entweder unaufhörlich zunehmen, wie in einer Hyperbel, oder ohne En- 
de abnehmen, wie in derselben Curve, wenn die Asymptote als Abscissenlinie 
gebraucht wird; oder auch bis auf einen gewissen Punct ihrer Curve theils zu- 
theils’abnehmen, aber über diesen hinaus wieder eine entgegengesetzte Verän- 
derung, leiden: so werden alle Functionen,. welche Ordinaten von dieser letztern 
Artıgeben, einen Werth von x enthalten, bei welchem entweder ein längstes 
oder ein kürzestes y, das heifst mit andern Worten, ein Gröfstes (Maximum) 
oder Kleinstes (Minimum): Statt finden mufs. Hieraus geht die erste Regel 
hervor :- 
1. Man betrachte die zu untersuchende Function als die Gleichung für eine 
Linie (als einen-linearen Ausdruck). 
Verbindet man hiemit noch die Vorstellung, dafs unter allen veränder- 
‚lichen Ordinaten in einer Curve, entweder die grölste oder die kleinste, wenn 
eine von beiden da ist, grade so, wie die kleine Axe in einer Ellipse, der 
Halhmesser- im Kreise u. dgl. für eine beständige Gröfse angesehen werden 
müfs, dann. entsteht eine zweite Regel, nämlich :: 
2.. Man betrachte die Function als einen Ausdruck für eine beständige Gröfse, 
und diflerenziire die ganze Gleichung, so wird sie zufolge der Natur die- 
ses Differenzials auf Null ‚gebracht, und um einen: Grad niedriger. 
In dieser Gestalt‘ bleibt sie auf Null, man ‘mag sië multiplieiren ‘oder divi- 
diren, womit man will; denn der Factor oder Divisor, welcher auf dereinen 
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Seite gebraucht wird, mufs auf der andern in Null entweder maltiplicirt oder 
dividirt werden. Daraus folgt eine dritte Regel : 

z. Man dividire die Gleichung ' durch | das’ Increment der veränderlichen 
Gröfse. 

Dies ist nöthig, weil an die Stelle eines jeden einzelnen veränderlichen Glie- 
des in der Function, das zweite binomische Glied, also anstatt x* jetzt nar—ıdx 
gekommen ist; aber der Werth von x" unabhängig von seinem Incremente ge- 
funden werden soll. Endlich ergiebt sich hieraus für den’ Fall, dafs die Func- 
tion eine ganz oder zum Theil gebrochene ist, noch eine vierte Regel: 

4. Man bringe alles auf gleiche Benennung, und bestimme nun den Werth 
der veränderlichen Gröfse entweder aus dem nn oder aus dem Nenner 
der Function. 

Es bleibt nämlich, zufolge des Vorhergehenden, die Gleichung auf Null, man 
mag die gebrochene Function mit ihren Nenner multipliciren, oder durch ihren 
Zähler dividiren. Uebrigens läfst es sich nun leicht begreifen, warum nicht jede 
Function ein Gröfsies oder Kleinstes verstattet. 
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Die Anwendung der vorhergehenden Regeln findet keine Schwierigkeit, weil 
jede Function differenzürt, und als der Ausdruck für eine beständige Gröfse, 
eben dadurch auf Null gebracht werden kann. Es läfst sich aber nicht sogleich 
erkennen, ob der erhaltene Werth der veränderlichen Gröfse, auf ein Gröfstes 
oder Kleinstes hindeutet. Um dies zu entscheiden ist folgende Regel zu 


beobachten ; 

5. Man vermehre oder vermindere den in die anfängliche Gleichung einge- 
führten, durch Differenziation gefundenen Werth der veränderlichen Größe 
um etwas Weniges: sò wird sich zeigen, ob die Summie aller Glieder in 
der Gleichung dadurch noch grölser, oder ob sie kleiner wird. 

Im erstern Fall kann blofs: ein Kleinstes, und nur im letztern ein Gröfstes 
angenommen werden. Denn es würde widersinnig seyn, einerseits das Gefun-' 
dene für ein Grölstes zu halten, wenn es durch die Zugabe einer Kleinigkeit 
noch gröfser würde, und andererseits das Gefundene für ein Rleinstes anzu- 
sehen, wenn es durch eine kleine Veränderung des Werthes der veränderlichen 


Gröfse doch noch kleiner ausfiele; Folgende sehr einfachen Beispiele können 
hier zur Erläuterung dienen, und'in. Hinsicht der Bestimmung des: Gröfsten oder 
Kleinsten, auf eine allgemeine Regel führen , ‚welche die fortgesetzte Diflerenzia- 
tion an die Hand giebt. Es sey: 

a) y=12x—#°+4,.s0 ist.das Differenzialdy = o = 129x —2xdx, und w= 6, 
folglich y=ı2.6— 3644 40. | Vermehrt» man .,6 um ı, so kommt: ie(6+1) 
—(6+1)2 +4 =84— 49 +4, und. die- Verminderung um-. 1: giebt 12(6—1) 
— (6--1)?+4=60— 25 +4. Zieht man von beiden letzteren‘ Sumnien die erste 
ab, so bleibt in jedem Fall ein negativer Unterschied =— ı. Dieser zeigt 
an, dafs die erste Summe gröfs er ist, als jede von beiden letztern, und dafs 
jene weder durch eine Zugabe noch ‚durch einen Abzug von idem: gefundenen 
Werthe 6, hat gröfser werden können. Sie muls also schon das Gröfste 
. seyn. 

ß.) Differenztirt man die Function y = x? +, so kommt o = er — 


oder 0.x°=2x?— 128, folglich x= bhh Die Einführung dieses Werthes 
in die anfängliche Gleichung giebt 4. 4 = = 48. Wird 4 um ı vermin- 


is so erhält man 9+42,666=351, 66; > Vermehrung um ı aber .25+25,6 
= 50,6. Der Abzug der ersten Summe von jeder dieser letztern, läfst einen 
positiven Un terschied = + 3,666 und + 2,6, welches beweiset, dafs die erste 
Summe weder durch Vermehrung noch durch ‚Verminderung des ‚gefundenen 
Werths kleiner gemacht werden kann, folglich schon ein Rleinstes seyn 
muffs. 


y-) Das Verfahren. unter a: und: ß. lälst ‚sich verallgemeinern, : wenn ange- 
nommen wird, es sey, diei durch. die. erste Differenziation erhaltene Form der 
Gleichung ‚mit dem in ihr liegenden Werihe von x, -das Verlangte. Um nun zu 
untersuchen, ob.die Vergröfserung von x einen positiven oder negativen Unter- 
schied, das heifst ein Rleinstes: oder Gröfstes gebe, kann ‘man anstatt des obi- 
gen ı die differenzielle Einheit ôx zu der veränderlichen  Gröfse hinzufügen, ge- 
hörig potenziren und hierauf das als Grölstes oder Kleinstes Anzusehende, von 
der durch die Einführung eines zweiten. Increments veränderten  Function.'ab- 
ziehen.. Kommt hier ein negativer Unterschied zum Vorschein, so ist es ein Be- 
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weis, dals "der.-gefundene Werth von” x- nicht gröfser werden könne, folglich. 
ein Gröfstes -ahdeute; wenn aber -deri Uüterschied positiv ausfällt,» so: folgt 
dans die Unmöglichkeit einer Verkleinerung des-Gefundenen, und der Beweis, 
dafs ein Rleinstes Statt finde. Betrachtet man aber das hier vorgeschriebene 
Verfahren genauer, so ist, mit Rücksicht ‘auf die’ obigen Functionen unter œ und 
B; weder dx (12°+0—2 [x +4x]) (128% — 2x0x) 

128 +0 1289x 
r er E 


etwas anders, als eine zweite Differenziation derselben. Hieraus geht nun die 


noch x fe (+x) — 


allgemeine Regel hervor : 
6. Wird das nächstfolgende Differenzial einer durch 'Differenziation auf Null 


gebrachten Function negativ, 'so giebt der gefundene: Werth der verän- 
derlichen Gröfse ein Gröfstes; ist ‚aber jenes positiv, so giebt er ein. 
Rleinstes. 

Man sieht leicht ein,’ dafs: dieses Verfahren nicht auf die beiden ersten, Diffe- 
renziale eingeschränkt ist, wenn etwa das zweite == o -werden sollte; denn man 
braucht es nur anzusehen, als wäre es die erste auf Null gebrachte Gleichung. 
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Auf diesen Vorstellungen hat Leibnitz die Lehre vom Gröfsten und 
Kleinsten in dem Aufsatze : Nova methodus pro Maximis et Minimis eté“ in 
den. Actis Eruditor. Lipsiens. pro anno 1684 gegründet... -Er erwähnt in dem- 
selben. ausdrücklich einer beständigen Gröfse æ und ihres Differenzials da= o, 
durch, welches: die Gleichungen auf Null gebracht werden können. Dies ist aller- 
dings natürlicher und begreiflicher, ‘als wenn man in dem characteristischen. 
Dreieck die Incremente der Coordinaten sich im Verhältnisse des Halbmessers. 
und. der Tangente, oder des Sinus und Cosinus: denkt.. Für die längste Ordi- 
nate in einer dazu geeigneten Curve, mufs die Tangente mit der Abscissen- 
Linie parallel gehen, also von dieser, oder von. der Subtangente nicht mehr ge- 
schnitten werden, folglich. unendlich. lang seyn, Für eine unendlich lange 


3y 


Ps Er r: g x 3: 
Tangente am Kreise, wird’ der Cosinus Null. Wenn nun — oder == ein allge-, 
D j ð. Əy / 


meiner Ausdruck für eine an. dem characteristischen Dreieck liegende Tangente 
seyn sollte; so müfste man entweder ôx oder Əy =o setzen, je nachdem das 
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eine oder andere den Cosinus mit Recht vorstellen ‚könnte. : Allein die Betrach- 
tung dieser kleinen Figur (consideratio/ figuralis) begünstigt weder ‘die Voraus» 
i y 8x i i PER, i si : 
setzung 7, = tang Ọ, noch Iy = tang Ọ, weil die Tangente hier, zum Theil 
wenigstens mit dem kleinen Bogen ds, also mit ‚demjenigen zusammenfällt, was 


im Kreise der Halbmesser ist. Diese Voraussetzung ist also gar zu gezwungen, 


als dafs man eine natürliche Abhängigkeit der Tangente von ay oder von © 


ox ôy 
einsehen könnte, wenn diese Verbindungen wirkliche Ausdrücke für Tan- 


genten seyn sollen, die mit der Abscissenlinie parallel gehen. Dazu kommt ` 
noch, dafs d& und. .öy nur so lange im Verhältnisse. des Halbmessers und der 
Tangente, oder des Sinus und GCosinus im Kreise stehen können, als die Coor- 
dinaten rechtwinkelig sind. Folglich würde die obige Voraussetzung auch noch 
hiedurch beschränkt werden. Eher wäre zu verstatten, dals man für den Fall, 
in welchem eine unendliche Tangente Statt finden mufs, auch eine unendliche 


n 
als ox i 53 
Subtangente annehme. Hier würde Sr = ©, also ðy = o gesetzt werden müs- 


sen. Indessen liegt auch in dieser Vorstellung ein sehr grosser Zwang; denn 
die Differenziation irgend einer Function z. B. y? =a?°—zax +x? , bringt die 


Form 73 = — a + x hervor. „Diese ist aber ‚kein Ausdruck für eine Subtan- 


gente, sondern für eine Subnormale. Nun giebt zwar, wenn &y=o angenom- 
men wird, die vorhergehende Gleichung eine Subnormale = o, welches die Nor- 
male mit der Ordinate zusammenfallend und die Tangente mit der Abscissen- 
linie gleichlaufend macht. Aber es läfst sich: hier doch nicht ein Haupteinwurf 
beseitigen, dafs nämlich nicht alle Tangenten, z. B. die der Evolventen, mit der 
Abscissenlinie parallel sind. Alles dies Zwangvolle vermeidet die Lehre vom 
Gröfsten und Kleinsten, wenn sie von der ganz richtigen Vorstellung ausgeht, 
jedes Maximum und Minimum sey eine beständige Grölse, so lange sich die 
Bedingungen nicht ändern, unter denen eins von beiden Statt finden kann. 
Auch hängt dann die Gröfse der Differenziale nicht von der zu betrachtenden 
Figur ab, sondern sie entstehen unmittelbar durch freie Differenziation irgend 
einer Function, sind also keinesweges an sich oder willkührlich Null, son- 
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dern darum, weil in diesem Fall eine’Constante differenziürt werden mufs. Wenn 
übrigens bei Aufgaben dieser, Art Functionen vorkommen, die mehr als Eine 
veränderliche Grölse enthalten, so ist die Vorschrift zu befolgen : 

7. Man differenziire nach denrbekannten Regeln, sondere aber alles von ein- 
ander ab, was mit einerlei Increment mulüplieirt ist, bringe dann jeden 
abgesonderten Theil für sich auf Null, und leite daraus, nach’der Theorie 
der algebraischen Gleichungen, das Gesuchte her. 

Folgende Beispiele werden zur: Erläuterung dienen. 

a.:Es sey die eingebildete Constante b» = away — ty? —x3y3, so ist das 
Differenzial &(b")=o=(zay? a va 5y?a?)dct (saxiy — entry —503y2) By, 
und man hat EPL N 


za — 4x == 3y = 0 ETET 
aa — 2x — 3y = 0 
a — 2% = 0- 


folglich x = ła und y=3a. Um’ zu bestimmen, ob diese Werthe ein Gröfstes 
oder Rleinstes geben, kann man entweder die hier auf Null gebrachten Gleichun- 
gen, oder auch, um unmittelbare zweite Differenziale zu erhalten, die durch dx 
und ðy abgesonderten Glieder zum zweitenmal differenzüren, von neuem die 
obige Riegel befolgend absondern, und solchergestalt alles auf Null bringen, end- 
_ lich aber die für x und y erhaltenen Werthe einführen, “um durch Vergleichung 
bestimmen zu können, ob'die Summe.der positiven Glieder etwas Gröfseres her- 
vorbringt, als die Summe der negativen. Im gegenwärtigen Fall erhält man 
auf diese Weise 
Gay — 12xy — 6y? + 6ax — gax? — gry =o 

d. i. oa? — 2a? — $a? + 3a? — 2a? — 3a? = 0 


Gay — gay — gy? Fax — ax? —bxy =0 
d.i aa? dar a? F a? — ga? — at =o. 

Hieraus folgt + ga? gegen — 144°, also ein negativer Ueberschufs, welcher 
anzeigt, dafs ein Gröfstes gefunden worden sey. 

Mehrentheils behalten‘ die Functionen, bei welchen es auf die Frage an- 
kommt, ob ein Gröfstes oder Rleinstes Statt findet, ganz die Gestalt der gége: 
benen Gleichung, z.B: für eine noch unbekannte krumme Linie, oder für die ` 
berechnete Nutzwirkung einer Maschine. In andern Fällen aber ist eine gewisse 

y` 


— O 


Vorbereitung nöthig,' welche von: der Betrachtung .der zum: Grunde liegenden 
geometrischen. Figur ‚u. s. w: ‚abhängt. ' Als Beispiel dieser ‚letztern Art kann 
folgende leichte ‚Aufgabe. dienen: bo i 

ß. Eine grade Linie-a in^drei Theile x, yund @—-x—y so zu zerschnei- 
den, dafs: daraus ein ıgröfstes. Dreieck: zusammengesetzt ‘werden könne. Die be- 
nöthigte Verbindung dieser Gröfsen, erfodert eine Anwendung des analytisch-tri- 
gonometrischen Lehrsatzes, dafs. wenn ‚die drei Seiten eines 'gradelinigen Drei- 
ecks v, w, z heissen, und.der eingeschlossene Raum! s genannt. wird, dieser letz- 
tere = 43V (orwrz)(wr2—v)wr2—w)(v+Ww—z) sey. ‚Die vier; Factoren un- 
ter dem Wurzelzeichen sind.hier a, a—2x, amey, extzy—a, und man erhält 
s=} V (—at t 4a xt 4a?y—ıza?sy—za?x?+gary—zary? + gary?) 

Die erste Differenziation giebt, nach. Amleitung der obigen Regeln, die 
Gleichungen ; g- 
Ja?—ı2a?y—Ha’xtıbaxytgay’=o:; 
4a®—ı 2u7c— ga? yrıbary + gaw? = o 
12a? ggd? — gak rea tyga yegay, ; 
aus «denen auf y = y = 4a, und wegen- der negativen: Differenz auch auf ein 
Grölstes „geschlossen werden mufs. 

Von der Richtigkeit des Verfahrens, dafs nach geschehener Differenziation 
alles, was einerlei Increment hat, für sich =o gesetzt ‚werden dürfe, kann man 
sich leicht dadurch. überzeugen, ‚dafs wechselsweise-nür'die eine von beiden ver- 
änderlichen Gröfsen. als;umbeständig angesehen, und so: differenziirt wird. Auf 
diese Weise kommt unter œ einmal (gax?y?—4x3y?—zx?y3)ðx =o und das an- 
deremal (eax’y—axty—3x?y°)öy=0: folglich mufs jede Summe’ für sich Null 
seyn. | Eis 
er 955: 

Es leidet keinen Zweifel, dafs wenn ‘man der Lehre vom Gröfsten und 
Rleinsten jederzeit die leibnitzischen Begriffe zum Grunde gelegt hätte, sie eben 
so genügend als lichtvoll gewesen seyn würde. Indessen. haben neuere Mathe- 
matiker es für nöthig erachtet, dieser Theorie durch. die taylörsche Reihe‘ nach- 
zuhelfen. Es .läfst jsich- nicht leicht angeben, wiefern. dadurch: über. sie mehr 
Licht verbreitet, oder ihr Verfahren’ erleichtert worden wäre, Denn einer grös- 
sern Aufklärung bedurfte es in der That nicht; und was das Differenziiren der 
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zu untersuchenden Functionen betrifft, so ist es hier ‘mit Abkürzungen, wie fx, 
= 120 0°fa EE EENES 
2: 0x2 2.35, m 


fx etc. oder of æti =fæpi u. dgl. grade nicht ab- 


gethan, sondern jeder a Rechnungsfall erfodert eine ausführliche erste, 
zweite, und manchmal auch noch höhere Differenziation. Der Differenzial- Kal- 
kul bedarf also zum bessern Verständnisse dieser Theorie, des taylorschen Satzes 
eben so wenig, als zu seiner eigenen sicherern Begründung. Da es hier nicht 
auf eine weitläuftige Untersuchung über die Vorzüge oder Nichtvorzüge- der 
neuern Methode vor der leibnitzischen, sondern blofs auf eine beiläufige Ver- 
 gleichung beider ankommt: so wird es genügen, diejenige Form der taylorschen 
Reihe zu betrachten, welcher man sich zu bedienen pllegt, den Mechanis- 
mus der Operation in der Lehre vom Gröfsten und Kleinsten zu erklären, 
welches jedoch immer noch etwas anders ist, als eine deutliche Auseinander- 
setzung der Grundbegriffe dieser Wissenschaft. 
8y 


„Wird. y=x" angenommen, so ist öy nor und gg =ni, Durch- fort- 


; IE : 92 ; 
gesetzt Differenzio- Differenziation' Diah die: Ausdrücke: z =n (nrk 


om 

ah nn—ı) ia) x", und nn e == a ad De (r—[m—ı]) arm, 
Hienach kann in. der dinomu iha, ider : eine Theil jeder; abgeleiteten, Function 
von x ausgedrückt werden durch den Quotienten der beiderseitigen einander zu- 
gehörigen Incremente. Das giebt nun anstatt der nächstfolgenden Reihe, in 
welcher i einen sehr kleinen, sogenannten endlichen, ‚Bruch vorstellt. 

j2 ;3 
Erin, it nn). — — - Haar) (oyes er 
£ .o i 


FiS Epp 


fo}. 
rer oa er 


die umgeformte ee) 


wor DA 83y f 13 ty; it. 
Eee: ee 
a 


In ‘dieser letztern stehen die Nenner'10x,:20x?,.2.30%°,,2:3. 40x... im 
Verhältnisse dx : 20x: 300 : 408 2: 50x us. f. Daraus folgt, dafs in ihr. jedes 
nachfolgende Glied kleiner, als das vorhergehende, die Summe des zweiten und 

p 
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vierten. also gröfser, als : die Summe::ãesz dritten {und fünften und so fort, wie 
auch die Summe aller ungraden‘ Glieder vom dritten an. gerechnet, grölser, als 
die Summe aller graden vom vierten an gerechnet sey, u. 8. w.“ 


O 
oy he . . . . 
„Setzt man den Coeflicienten 35 im zweiten Gliede, entweder willkührlich 


oder aus irgend einenmt andern Grunde= o; so muls “ 


2 2 93 -2 4 4 
yonk S AASA, ty i 
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ferner, wenn auch — und Pei Null seyn ee" 
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werden. Angenommen, dafs irgend eine Function von x und y durch = auf 
Y < 3 € ox 


Null gebracht worden sey: so mufs:äus ibrem zweiten oder vierten Differenzial, 
weil nämlich das dritte wegen der Vörzeichnung zweideutig ist, bestimmt wer- 
dén können, ob aus der ersten auf Null” ‘gebrachten Fünction ein Gröfstes oder _ 
Rleinstes erfolge, 'Denn ‘wird das y vor dem 'Ungleichheits- Zeichen, als das 
Gröfste oder Kleinste betrachtet: so sind'die Differenzial-Functionen theils In- 
cremente, theils Decremente für das y hinter dem Zeichen. Im erstern Fall deu- 
ten sie an, ‚dafs..das, y blofs eine Vergröfserung, im. letztern aber 'nur 
eine Verkleinerung er wegen hier ein Grölstes und dort ein Kleinstes 
seyn müsse.‘* Sr = 


So läfst sich allerdings eine kurze Darstellung des mechanischen Ganges 
der gegenwärtigen Rechnung), auf die taylorsche Reihe bauen. : Aber sie allein 
wird schwerlich dem’ tiefer Eindringenden die erste deutliche Einsicht verschaf- 
fen, warum! hier“grade:dieser: Mechanismus der Operation nöthig ist. Denn je 
mehr man sie als: Rechnungs-Form für diesen Gegenstand zergliedert, desto mehr 
Fragen. entstehen, welche aus ihr selbst nicht beantwortet werden können. 


u 


8 $ AO 
1. Wenn 2 = nx"—: ist, so mufs für z = o auch nx"—ı, also x= o wer- 


den. Aber, wird man jetzt fragen, wie kann durch x=o auch nur ein einzi- 
ges Glied Null werden, ohne dafs zugleich x”, x"“? und kurz die ganze Reihe 
verschwindet? — — Oder wie ist es möglich, dafs in ihr noch ein 8°y, °y, 
ty u. s we gröfser als Null übrig bleibt, nachdem y = o. geworden ist, von 


welchem jene-durchaus abhängig sind? — — 


| ä Ze 82y j2 ay i? 5 ar 
g. Es ist natürlich y > er ndy<ytaz :—: Abe 


läfst sich hieraus unmittelbar etwas anders folgern, als dafs y auf der rechten 
Seite des Verbindungszeichens, dort eine Abnahme und hier eine Zunahme er- 
leide ? — — Zwischen dieser Veränderung und dem nothwendigen Daseyn eines 
Gröfsten oder Kleinsten, ist in der That noch eine .grofse logische Kluft. Denn 
mit welchem Recht läfst sich schliefsen, dafs das y darum, weil es kleiner 
wird, ein Gröfßstes seyn müsse? Das Nicht-Grölste kann ja gleichfalls durch 
einen. Abzug kleiner, so wie das Nicht- Kleinste durch eine „Zugabe gröfser 
werden. j: 

z. Da bei sehr vielen Functionen gar kein Gröfstes oder Kleinstes Statt 
findet, obgleich sie ihr negatives oder positives zweites und viertes Differenzial 
haben : so giebt es manche dies r Differenziale, die in Hinsicht des Gröfsten, und 
Kleinsten ohne alle Bedeutung sind. Wenn man aber aus der taylorschen Reihe 
nicht hinausgeht, so liegt in ihrer Form gar nichts, woraus .die Unmöglichkeit 
eines Grölsten und Kleinsten in manchen Fällen, das heifst. der Satz, dals nicht 
jeder Function ein Maximum oder Minimum zukomme, schon im Voraus theo- 
retisch erkannt werden könnte. Eben darum ist sie in diesem Theile der 
Analysis, nicht nur als begründendes sondern auch als bestinimendes Princip 
unvollständig, und bedarf der Beihülfe anderer algorithmischer Lehrsätze. 

Hieraus folgt nun, dafs man der taylorschen. Reihe den Vorzug nicht zuge- 
stehen könne, als habe sie die Lehre vom Grölsten und Kleinsten , besser þe- 
gründet und einleuchtender gemacht, wie es durch die leibnitzische Vorstellungs- 
Art längst geschehen ist. 


= a 


= 74 


è Fünfter Abschnitt. 
l 
Anwendung der<Differènzial-Rechnung auf die höhere Mechanik, 


S: 56. 

Die Theorie der analytischen Functionen, welche in ihrem 1. Th. $.9. alle 
Fictionen und alles Philosophiren über den Kalkul gänzlich abwies, fängt die 
Einleitung in die. Mechanik. mit ‚Betrachtungen an, welche in der That nichts 
anders sind, als eine Art von Metaphysik, und zum Theil wirkliche Fictionen, 
deren der Differenzial-Kalkul weder zu seiner Begründung noch zu seiner Be- 
glaubigung in der Lehre vom Gleichgewicht und von der Bewegung bedarf. Er 
tritt hier wie reiner Kalkul auf, ohne eine weitere Vorbereitung, als diejenige, 
dafs die Bedingungen oder Gesetze gegeben werden, welchen gemäls die Gröfsen, 
die entweder beständig oder veränderlich sind, miteinander verglichen, in Ver- 
bindung gebracht und berechnet werden müssen. Sein Verfahren zeichnet sich 
also auch hier durch die gröfste Einfachheit aus, und es bedarf keiner weiteren 
Erläuterung, indem es bereits im allgemeinen Differenzial- Kalkul erkläret, 
und als nothwendig dargelegt worden ist. Eine ganz kurze Uebersicht der lagran- 
geschen Einleitung in die, höhere Mechanik wird hinreichen, den Unterschied 
sichtbar zu machen, der hier zwischen der rischen Differenzen - Methode 
und der Theorie der analytischen Functionen Statt findet. Die letztere bemerkt 
im 2. Th. in der Vorerinnerung zum $. 186, das Gesetz der Beharrung sey 
das erste Gesetz der Bewegung. Die allereinfachste Function in der Beziehung 
des Raumes auf die Zeit und Geschwindigkeit ($. 186.) sey x= at, die nächst- 
folgende einfache = bt?. Iene bezeichne die gleichförmige, diese die be- 
schleunigte Bewegung. Aus beiden entstehe ($. 187.) eine zusammengesetzte 
Function X =at+bi?. Es lasse sich zwar noch eine einfache Function x=ct? 
gedenken. Indessen eine einfache Bewegung dieser Art komme ($. 186.) in der 
Natur nicht vor; auch wisse man nicht, was c der Coeflicient der Zeit vorstellen 
sollte, wenn man ihn abgesondert und unabhängig von den Geschwindigkeiten 
und Kräften betrachte. Setze man ($. 188.) den durchlaufenen Raum =x, die 
dabei verflossene Zeit=t, so lasse sich x durch f’r ausdrücken. Am Ende der 
Zeit t +9 werde der durchlaufene Raum f(t +9) seyn, woher die Differenz 
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fü + 9) — fe entstehe., Entwickele man die Function f(t 9) nach den Po. 
tenzen des zweiten Binomial- Theils, so aeg ‚die Reihe 


prapt far —fitusw. 


zunı Vorschein, in welcher die vor der ai 9 verflossene Zeit 2, als eine be- 
ständige ‚Gröfse, zugleich als das Ganze, aller- der. ‚Zeit, 9 entsprechenden 
Räume, und eben darum die nach dem ‚ersten folgenden. Glieder, als Partial- 
bewegungen anzusehen seyen. Die: erste Partialbewegung 9f t, ‚beziehe sich 


auf eine gleichförmige, die zweite fr auf eine beschleunigte Bewegung. Was 


a | 


s. w. betreffe, 96 sey es: nicht 


2.3 ER = 
nothwendig sie besonders zu betrachten, sondern man könne um so mehr. 
bei dem Anfange der Zeit 9 von ihr wegdenken, da das dritte Glied schon 
hindere, dafs die wahre Bewe gung (?) ein einfaches Resultat von den bei- 
den ersten Functionen seyn könne. Man dürfe nur $ klein genug anneh- 


97 
men, damit die aus Ift und fü zusammengesetzte‘sich der wahren. 


Bewegung mehr nähere, als irgend eine andere aus einer gleichförmigen und 
gleichförmig beschleunigten zusammengesetzte solches könne. ` Werde $ klein 
genug angenommen, so drücke 9ft alles dasjenige aus, was nur Gleichförmiges- 


in der vorhergehenden Bewegung seyn könne, so wie das Glied —f'i alles 
2 


dasjenige bezeichne, was nur Gleichförmig-Beschleunigtes in der Bewegung ent- 
halten seyn möge. Daher dürfe nun jede durch die Gleichung x = ft vorgestellte 
gradelinige Bewegung am Ende der Zeit Ł als aus ` einer gleichförmigen 
ft und gleichförnig beschleunigten If "et zusammengesetzt: betrachtet werden, - 
und wenn die Ursachen, welche 4f't hervorbringen, plötzlich aufhören ‚so kom- 
me die Bewegung nothwendig auf fe zurück. Mehrere "Erfahrungen: -über den 
Fall der Körper bestätigen diese Voraussetzung, die als Fundamentalprin- 
cip in der ganzen Theorie “der Bewegung angesehen werden müsse. : So stelle 
denn ($. 199.) in æ= ft, bei der gradelinigen'Bewegung „(die Prinie ft die Ge- 
schwindigkeit, und die Secunde 4f't die beschleunigende Kraft in ir- 


gend einem Zeitpuncte der Bewegung: vor. Dies habe dem Newton als Leit- 
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faden gedient, indem er :auf (die Bewegung den Fluxions-Kalkul gründete. Es 
'seyen also Raum, Geschwindigkeit und Kraft, als- Functionen der Zeit, bezie- 
hungsweise durch die ursprüngliche ‚Function ft, ihre erste abgeleitete ft, und 
Secunde f’t vorgestellt: so dafs wenn man den Ausdruck für den Raum durch 
die Zeit kennt, man sogleich die Ausdrücke für die Geschwindigkeit und Kraft 
durch die directe Analysis der Functionen (Differenziation) haben werde. Be- 
zeichne man durch x den Raum während der Zeit £ so sey wegen x= ft, x die 
Geschwindigkeit am Ende der Zeit & und y” die beschleunigende Kraft in dem- 
selben Augenblick. Das gebe eine Gleichung von der zweiten Ordnung, zwischen 
E, x, x und x’, dus welcher man die ursprüngliche Gleichung zwischen t und x, 
nach den Regeln der umigekehrten Analysis der Functionen (Integration) herlei- 
ten könne. In der Gleichung x=at für die gleichförmige Bewegung, habe man 
daher x =a und x =0. Es drücke folglich der Coeflicient, als Verhältnifs des 
durchlaufenen Raumes zur Zeit, die Gesch windigkeit aus, und die beschleu- 
nigende Kraft sey Null. In der gleichförnig beschleunigten Bewegung x=bt?, 
sey x' = 2bt und x '=2b. Also sey die erlangte Geschwindigkeit der 
verflossenen Zeit proportion al. Das- allereinfachste und natürlichste 
Mittel, die beschleunigenden Kräfte zu vergleichen sey, dafs man die Kraft der 
Schwere an einem. gegebenen Orte für die Einheit annehme, woraus für die 
‚schweren Körper die Ausdrücke 
ob = I, E 
t? J : 
e er t =F 2x entspringen. 

Die krummlinige Bewegung ($. 190.) lasse sich ganz natürlich auf zwei 
oder drei gradelinige Bewegungen zurückbringen, je nachdem die. beschriebene 
Curve eine einfache oder doppelte Krümmung habe. Beziche sich diese 
Curve auf zwei oder drei rechtwinkelige Coordinaten, -so sey klar, dafs für jeden 
Augenblick die Bestimmung des Puncts der Curve, wo das Bewegte sich befinde, 
von dem Werthe dieser Coordinaten abhänge, dergestalt dafs jede dieser Coordi- 
naten eine durch die Zeit gegebene Function seyn müsse, und den gradelinigen 
Raum vorstellen könne, den.das Bewegte durchlaufen.’ habe, welches die Projec- 
tion des wahren Bewegten auf jeder der drei Axen derselben Coordinaten sey. 
Wenn also die Bewegung in Einer Ebene vor sich gehe, so könne sie durch - 
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die beiden Gleichungen x= ft und y=Ft vorgestellt werden, wo 'die Elimina- 
tion von £ die ‚Gleichung für! die’ durchlaufenen Linien- x'und y gebe. Wenn 
aber die Bewegung in verschiedenen :Ebenen geschehe, so könne sie durch die 
drei Gleichungen x=ft, y=Ft und z=@t vorgestellt werden, wo durch die 
Elimination von £ zwei Gleichungen mit x, y und z hervorkommen, welche 


die mit doppelter Krümmung beschriebene Linie bestimmen. 


Hieraus wird ($. 191 u. f.) das wichtige Gesetz von der Zerlegung der 
Geschwindigkeiten und Kräfte abgeleitet; ferner ($. 198.) gezeigt, der 
Effect einer gegebenen Kraft auf eine gegebene Masse, stehe im graden 
Verhältnisse der Kräfte, und im umgekehrten der Massen, oder verhalte sich, 
wie die Kräfte dividirt durch die Massen. Zur Bestätigung dieses Princips be- 
ruft sich der Verfasser auf die Erfahrung vermittelst der Stofs- und Fall- Maschine. 
Dann folgt ($. 199.) die Schätzung der Kräfte, weiter ($. 214.) die Lehre vom 
Mittelpuncte der Schwere, ($. 219.) vom Princip der Erhaltung lebendiger Kräfte, 
($. 222.) der Unterschied der activen und passiven Kräfte, und seine Wichtigkeit 
in der Theorie der Maschinen. Den Beschlufs macht eine Darstellung des 
Princips der virtuellen Geschwindigkeit, gegründet auf das Gleich- 
gewicht an Kloben. 

$. 57. 

Unterwirft man den metaphysischen Theil dieser Einleitung in. die höhere 
Mechanik einer genauern Prüfung, so zeigen sich verschiedene willkührliche Vor- 
aussetzungen, welche durch keine allgemeinen Begriffe oder Grundsätze der Be- 
wegungslehre zu rechtfertigen sind. | 

1. Es kann freilich nicht geläugnet werden, dafs x= at die einfachste 
Function der Bewegung sey, indem sich hier die durchlaufenen Räume wie die 
Zeiten verhalten, und at nichts: anders ist, als die Summe der in der Zeit t 
durchlaufenen gleichen Räume atara+ u. s. w. Zugleich mufs man einräu- 
men, dafs x=bt? eine andere und x=ct? wieder eine andere Bewegung mit sich 
bringe, als x=at, weil die Geschwindigkeiten in jeder folgenden Zeiteinheit ei- 
nen Zuwachs erhalten. Auch folgt noch aus der blofsen Gleichung x=b:?, dafs 
hier eine gleichförmig beschleunigte Bewegung Statt finde, weil der Zuwachs der 
Geschwindigkeit in jeder Zeiteinheit gleich grofls ist. Eben so geht aus der 

Z 
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‚dritten ‚Gleichung »==et? von.selbst hervor, dafs sie keine gleichförmig beschleu- 
nigte mehr seym könne;>'derin (die, Reilien, welche man'hier unter: der Voraus- 
setzung a=b mc eihält, ‚sind; folgende *#); 
ator iiom i re bisia 

ohagi Ebek p gtk aega 

ı rc IE i 
unter denen die zweite vom ersten, und. die dritte vom zweiten Range ist: End- 
lich muls- noch zugestanden werden, dafs x= at+ bt? eine Art von Bewegung 
sey, die in der Erfahrung Statt finden kann. Denn ein Körper darf nur seine 
beschleunigte Bewegung nach dem bereits gleichförmig zurückgelegten Wege at 


anfangen, oder umgekehrt so ist jederzeit x „gleich, der ganzen Summe aller 
einzeln durchlaufenen Raumtheile. 


J 


W enn aber auch behauptet wird, dafs x= çt? ‚keine Bewegungs-Form sey, 
und eben deshalb nicht in Betrachtung gezogen, werden könne: so widerstreitet 
‚dieses nicht nur der freien Einbildungs- -Rraft, so etwas als möglich zu denken, 
sondern auch der Erfahrung, Denn „da xct3 eine Reihe vom zweiten Range 
‚giebt, wenn man die in jeder Zeiteinheit besonders durchlaufenen Räume 
e[e? —c— 1)2] als Glieder miteinander verbindet: so ist diese Bewegung eine 
ungleichförmig beschleunigte, wo in verschiedenen unmittelbar aufeinander fol- 
genden Zeiteinheiten ungleiche Zuünahmten der Geschwindigkeit Statt finden. 
Rine solche'Bewegung ist nicht nür gedenkbar, ‚sondern sie kommt auch in der 
Erfahrung vor, so` oft die Abstände grofs genüg sind, um die beschleunigende 
Kraft im umgekehrten Verhältnisse der Quadrate von jenen zu vergrölsern oder 
zu vermindern. Wäre dies nicht, so. würde freilich nur Eine Art von stetig 
wachsender oder, abnehmender Bewegung Statt finden, nämlich die gleichförmig 
beschleunigte oder verzögerte. „Aber: diese Einschränkung fällt ganz weg, und 
eben darum ist die Vernachlässigung der, Bewegungs -Form x= ct? blofse Will- 
kühr, 


2. Da nun y= ci? keinegweges als. unmöglich. atisgeschlossen ist: so kann 


auch die Nothwendigkeit, dafs die Bewegung in der Körperwelt da, wo man’ die 


*) Diese Reihen sind die Differenzen der natürlichen Zahlen in der ersten, zweiten und drit- 


ten Potenz, und: ihre Glieder bezeichnen die in jeder Zeiteinheit besonders durchlaufenen 
Bäume:. > 
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bewegende Kraft der Schwere = 1- setzt, eine gleichförmig beschleunigte seyn 
müsse, nicht aus.dem gänzlichen Mangel einer andern Form als x = bz? gefol- 
gert werden; sondern dieser Satz bedarf anderweitige Beweisgründe. 

5. ES ist eine Verwechselung des Bedingungs- Verhältnisses (der Priorität 
nämlich) wenn man den Satz, die Bewegung frei fallender Körper sey eine gleich- 
förmig beschleunigte, voranschickt, um. ‚die: Voraussetzung daraus ‚herzuleiten, 
dafs die während der Beschleunigung erlangten ‚Geschwindigkeiten. der. Körper 
sich wie die verflossenen gleichen Zeittheile verhalten. Da aus diesem ıletztern, 
als dem Vordersatze, die Wahrheit des obigen als des Schlufssatzes gefolgert 
werden sollte, so mülste der Vordersatz nicht erst durch den Schlufssatz bewie- 
sen werden, zumal dieser selbst, nach Num. 2, noch eines andern, 'als. des hier 
gegebenen Beweises bedarf. - ’ di ) 

4. Es ist befremdend, wenn die Theorie der analytischen Functionen im- 
$. 188 Differenzen braucht, und gleichwohl keine Differenziale in ihrem Kalkul 


i ei en a Bi x 
anwendet, sondern die zweite abgeleitete Function, wie a f t, die im Differen- 


zial- Kalkul schon, als nichtgehörig zum Differenzial, wegfallen mufs, beibehält, 
um sich in der Folge die Entwickelung der Ausdrücke für die gleichförmige und 
gleichförmig beschleunigte Bewegung leicht zu machen. Diese Ableitung von 
dem beibehaltenen dritten Binomialgliede, ist nach der Methode der Differenzen, 
welche hier doch auch angewandt wird, ganz unzuläfslich *), 

5. Um in der Binomial-Potenz das vierte, oder in der ersten Differenzen- 
Reihe das dritte Glied wegzuschaffen, wird gefodert, es solle der zweite Bino- 
mialtheil 9 (das Increment) ja recht klein genommen werden. Ohne hier von 
neuem der Theorie der analytischen Functionen die Vorwürfe zurück zu schie- 
ben, welche sie in ihrem ersten Theil dem Differenzial-Kalkul wegen des ihm 
aufgebürdeten Unendlich-Kleinen macht, braucht nur soviel bemerkt zu werden, 
dafs die vorhergehende Foderung deshalb so dringend ist, weil man sonst nicht 
die überflüssigen Binomialglieder, mit Hülfe des bekannten Fundamentalsatzes 
aus S. 14, los werden könnte, ‘Aber nun fragt es sich, warum jener Fundamen- 
talsatz hier die zweite abgeleitete Function stehen läfst, da doch in der all- 


*) Unstreitig würde sowohl der Erfinder des Differenzial-Kalkuls, als auch Joh. Bernoulli 


sie gemilsbilligt haben. { 
2z 
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gemeinen Theorie der directen Analysis (der Differenziations-Lehre) dies nicht 
verstattet wurde. Was für Resultate würde der Functionen-Kalkul in der 
höhern Analysis überhaupt geben, wenn das was hier geschieht, bei ihm zur 
allgemeinen Regel werden sollte? — — Er legt doch offenbar Widerspruch in 
den Mechanismus seiner Operation. Eben daher mufs nachgewiesen werden, 
wie bei diesem Widerspruch die Richtigkeit der analytischen Functionen in ih- 


rem reinen und angewandten Theile bestehen könne. 


"e 


dafs 


die wahre Bewe gung ein einfaches Resultat der Ben VE epi und 


6. Es wird behauptet, 


Softe sey. ‚Aber was heifst hier wahre Bewegung? Etwa die wirkliche Bewe- 


gung, so wie sie in der Erfahrung. beobachtet wird? — — Diese Bedeutung 
scheint hier gemeint worden zu seyn; denn es ist ausser der reinen Theorie kein 
anderer Weg vorhanden, um zur Erkenntnifs der Wahrheit zu gelangen, und 
die Theorie selbst ist, wie man sicht, hier eben erst im Werden begriffen. Aber 
wo sind nun wohl solche Erfahrungen zu machen, das heifst solche Beobach- 
tungen und Versuche anzustellen, welche grade das als wahr anschauen las- 
sen, was hier dafür angenommen wird, nämlich die wahre Bewegung sey 


. . . . z = + . 
ein einfaches Resultat der beiden Functionen 9ft und f t? — — Diese bei- 


den Functionen sind Differenzen-Glieder eines potenzirten Monoms t* und Bi- 
noms (t+ 9)", das erste von beiden ein beständiges, das zweite ein unbeständi- 
ges, und jenes ist im höhern Kalkul allerdings nöthig, um ein Differenzial zu 
erhalten. Aber es würde sehr unrichtig seyn, wenn man die leibnitzische Rech- 
nung mit veränderlichen Gröfsen hier als Maafsstab gebraucht, die Differen- 
zentheile für die wahre veränderliche Bewegung anzusehen; denn diese 
besteht offenbar in jeder auf die erste folgenden Zeiteinheit, aus der Summe der 
Anfangs-Gröfse (primitiven Function) und ihrer: bereits erhaltenen Incremente 
oder Decremente. Daher müfste der Functionen-Kalkul schon im zweiten Gliede 
der ersten leibnitzischen allgemeinen Hauptreihe, den Ausdruck 


2 3 
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gebrauchen, um die vollständige algorithmische Form. (abgeschen von den 


a: i. 


Differenzialen) und nicht ein blolses Bruchstück der Bewegung darzustellen. 
Mit welchem Recht läfst sich hier behaupten : ein Theil des augenblicklichen 
Zuwachses (momentanen Increments $) und zwar nur zwei Glieder von den 
Potenzen desselben seyen die wahre Bewegung ? — — Ist es dem Functionen- 
Kalkul um Einfachheit zu thun, und läfst er deshalb die primitive mit der 
dritten und den Tolgeniri abgeleiteten Funclionen weg, warum hält er den 


Theil a E zurück ? — — Dies letztere Verfahren weicht von den Gesetzen 


des leibnitzischen Differenzial-Kalkuls dermafsen ab, dafs es durch ihn keines- 
weges gerechtfertigt werden kann, sondern mit ihm gradezu im Widerspruch 
steht. 

7. Es, ist ein unerweislicher Satz,.dals wenn der-Binomialtheil $ klein 
genug angenommen werde, ft alles dasjenige ausdrücke, was nur Gleichför- 
miges in der vorhergehenden Bewegung seyn konnte. Fürs. Erste muls 
man fragen: wann ist $ klein genug? — — Kann hier kein bestimmtes Maals 
der Kleinheit festgesetzt werden: so ist natürlich jeder Schlufs, dafs nun $ 
schon das Gleichförmige in der vorhergehenden Bewegung ausdrücke, höchst 
unsicher. Fürs Zweite, was ist denn das Gleichförmige in der vorhergehenden 
Bewegung, welches sich durch 9ft ausdrücken lälst? Ist es durchaus nothwen- 
dig, dafs in ihr so etwas liegen müsse? — — Tede gleichförmig beschleunigte 
Bewegung, bringt während der ersten Zeiteinheit die Größse x= b hervor, wel- 
che ein Raum ist, und freilich so angesehen werden kann, als wenn seine 
einzelnen, durch die gleichen Unterabschnitte der Zeiteinheit abgemessenen Theile, 
nicht voneinander verschieden wären. Aber nothwendig ist es grade 
nicht, sich die Sache so vorzustellen; denn es lälst sich b auch sehr wohl durch 
eine schon in den kleinstmöglichen Bruchtheilen liegende gleichförmig be- 
schleunigte Bewegung zu Stande bringen. Hier steht also Hypothese gegen 
Hypothese, welches zu keiner Entscheidung führen kann. Aber angenommen, 
dafs die Bewegung in dem Raume b entweder ganz oder zum Theil gleichförmig 
seyn müsse : was heifst es nun, die abgeleitete Function $ft drückt das Gleich- 
förmige in b aus? — — Is b ganz gleichförmig entstanden, so wird hiemit 
behauptet: der Differenzentheil 9ft sey entweder der Grölse b gleich, oder ihr 
proportional, Für das Erstere sind keine Gründe vorhanden, zumal der 
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Coefficient I ausserordentlich klein seyn soll, und eben deswegen 9ft nicht ft 
gleich seyn kann : daher kann blofs das Letztere gemeint. werden.. Aber welche 
Proportionalität soll denn hier Statt finden, wo das Verhältnils b: ofi durch 
kein anderes bekannte bestimmt wird? Die Annahme, dafs If: dem ganz gleich- 
förmig entstandenen b proportional sey, hat also keinen Sinn. Wenn nun im 
Gegentheil angenommen wird, es sey in b der eine Theil der Bewegung, gleich- 


förmig, der andere gleichförmig beschleunigt: so leidet die Behauptung, ft 


: Q $ 5 x 
drücke das Gleichförmige, ni £ das Ungleichförmige aus, hier eben so" wenig 


wie vorhin die Auslegung, es sey 9ft = —b und pa =b € = = \ oder 


’ 


es verhalte sich b : b -— — a pes denn wie läfst sich das bewei- 


sen? Folglich mufs man verstehen, es stelle vor (repräsentire) 9ft das Gleich- 
2< 
förmige, und a% ‚ft das Gleichförmig-Beschleunigte in b. Aber dies führt wieder 


auf den ersten Streitpunct zurück, wo der; Hypothese, b müsse zum Theil gleich- 
förmig, zum Theil gleichförmig, beschleunigt. durchlaufen werden, die andere: 
Hypothese entgegensteht, es, könne auch durch blofs gleichförmig beschleunigte, 
oder vom ersten Augenblick stetig wachsende Bewegung geschehen. Die Wahr- 
heit ist, dafs: wenn bi?, wie oben, als eine Function von x angesehen. wird, in 
den Reihen 

ati. hei pathi se x + (n—ı)i 

bt?, bt? +2b19, btt 4bt9, bE? +6bt9, ..... bt? +2 (nr) btg 
die Größse i= 25:9 = 9ft; den gleichförmigen Theil der Bewegung (das Differen- 
zial), die Summe der primitiven Function ft und des (n—ı)-fachen; Increments 
aber das Gleichförmig-Beschleunigte derselben ‚ausdrückt. Die abgeleitete: Func- 


= SE r .. . . Å. è si 
tion = t hat, vermöge der Natur einer differenziell veränderten Gröfse, im 


Differenzial-Kalkul ganz und gar keine Beziehung, mehr auf das Gleichförmig- 
Beschleunigte, das heifst auf die einzelnen Glieder in der ununterbrochen 
fortlaufenden Reihe, 

. 8. Hienach läfst sich nun auch über das in der Theorie der analytischen 
Functionen aufgestellte Fundamental-Princip der höhern Mechanik urtheilen. 
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Soll der Satz, 'dals eine plötzliche Vernichtung der Ursache der Beschleunigung 
blofs den gleichförmigen Theil der Bewegung übrig lasse, nur soviel heissen 
als „wo die beschleunigende Kraft wegfällt, da fällt auch die fernere Beschleu- 
nigung weg“, dann ist er völlig wahr. Wenn er aber so verstanden wird, dafs 
mit der Zernichtung der beschleunigenden Kraft, blofs der symbolische Theil 


p 7 EEE ; ; ; 
pe verschwinde, und $f't allein übrig bleibe : dann widerstreitet. er den Ge- 


‚setzen der Veränderung nicht‘ nur bezeichneter, sondern auch bezeichnender 
(symbolischer) Gröfsen offenbar. Es ist nämlich, wenn in den vorhergehenden 
Reihen unter Num: 7. die beschleunigende Kraft mit dem (n—m)ten Gliede 
plötzlich aufhört, das Beständige oder Gleichförmige der noch fortdauernden Be- 
‚wegung. nicht $ft, sondern 'unläugbar' bt? +2 (n—m)bt$=/ft+(n—m)3ft. Diese 
Abweichung der phoronomischen Principien in.der Theorie der analytischen 
Functionen, von’ den Grundbegriffen des leibnitzischen Differenzial- Kalkuls ist 
zu großs,“als dafs jetzt noch eine beständige Uebereinstimmung in den Resulta- 
ten beider Methoden zu erwarten wäre. 

4. Da’ aus dem Vorhergehenden erhellet, dafs die phoronomische Metaphy- 
sik in der"Theorie der analytischen Functionen, zum Theil ‘auf willkührlichen 
Erklärungen, zum Theil auf unsichern Voraussetzungen berühet: so kann'sie 
nicht als das: Kriteriuni angesehen werden, nach welchen 'das Verfähren des 
Differenzial- Kalkuls in der höhern Mechanik beurtheilt werden mülste. 


10. Endlich ist noch an dieser Philosophie auszusetzen, dals sie verschie. 
dene Sätze der Mechanik, nicht aus allgemeinen phoronomischen Begriffen, son- 
dern aus einzelnen besonderen Fällen herleitet. Dies gilt unter andern von 
dem Princip. der virtuellen. Geschwindigkeit, welches hier durch das Gesetz der 
Kloben bewiesen worden ist, wobei bemerkt wird, dals die gewöhnlichen Be- 
weise unzulänglich seyen; weil sie sich entweder auf das Princip des Gleich- 
gewichts am Hebel, oder auf das Princip der Zerlegung der Kräfte stützen, 
welchen beiden es an Evidenz fehle.. 


f 


$. 58: 
. Bei der Anwendung des Differenzial- Kalkuls auf Gegenstände der Mechanik, 
ist es gar nicht nöthig, eine andere Philosophie vorangehen zu lassen, als die 
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‚allgemeinen Begriffe und Grundgesetze der Bewegungs-Lehre. _Denn es kommt 
überall nur auf die Frage an, ob die zu berechnenden Gröfsen bes tändig oder 
veränderlich sind. Im erstern Fall reicht der niedere Kalkul aus; im letztern 
müssen Differenziale gebraucht und integrirt werden. Hiebei ist nun gar nicht 
nöthig zu untersuchen, wie die veränderlichen Gröfsen, z. B. die gleichförmig 
oder ungleichförmig beschleunigte Bewegung, zu Stande kommen mögen, ob 
die Natur hier das Gesetz der Stetigkeit befolgt, und sie von Augenblick zu Au- 
genblick allmählig (continue) oder nach Verlauf einer gewissen‘ Summe- von 
Augenblicken plötzlich (saltu) vergröfsert oder vermindert. Genug wenn die 
veränderlichen Gröfsen so; beschaffen sind, dafs aus ihnen ein beständiger 
Theil durch, das Differenziiren ausgesondert, und zu gewöhnlichen Verhältnissen 
oder Gleichungen angewandt werden kann,, Wie grofs dieser beständige Theil, 
dieses: Differenzial seyn müsse, das ist eine sehr überflüssige Frage, um so mehr 
da man sich von dem Zwange der Figuren-Betrachtung in der Mechanik meh- 
rentheils frei machen, und die linearischen etc. Gröfsen als blofs numerische be- 
handeln kann. _ Am allerwenigsten ist es Bedürfnifs, die Incremente oder Decre- 
mente in der unbestimmt kleinen Zeiteinheit ðt recht klein, oder gar unendlich 
klein anzunehmen; denn warum die zweite, dritte ` und folgenden abgeleiteten 
Functionen in den Differenzen weggelassen werden müssen, das ist schon oben 
gezeigt worden; und in der Mechanik ist kein anderer Differenzial- Kalkul nö- 
thig, als der allgemeine. Auch, kann die, Besorgnifs, als würde, man -ohne die 
.Annahme unendlich kleiner Fallhöhen dx, əz u, s. w.. das Recht verlieren, ge- 
wisse Bewegungsgrölsen, wie unter andern võt = 8x als unveränderlich zu be- 
trachten, ganz bei Seite gesetzt werden; weil hier überall nur die Rede von 
Differenzen seyn kann, die in jeder beständigen Zeiteinheit Ət einerlei 
bleiben. Ist man nur gewifs, dafs vöt und 0x ein wahres Differenzial seyn 
muls, dann hat es übrigens mit der Erklärung der Entstehungs-und Bestehungs- 
Art dieser Grofsen keine Noth; weil sie in dieser Gestalt als unveränderlich be- 
trachtet werden müssen. Und das ist schon ein hinreichender Grund, bei ihnen 
dasselbe Verfahren zu beobachten, welches bei ähnlichen algebraischen Gleichun- 
gen, wie bei den Ausdrücken für die gleichförmige Bewegung, nämlich ct=s, 


= Zu dgl. arithmetisch nothwendig ist. Iede Metaphysik ‚der Phoronomie, 
€ 
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welche hier die Gränzen dieser gewifs nicht schwankenden Grundbegriffe neben 
den feststehenden Bedeutungen solcher bezeichnenden Gröfsen, wie vd: = ôx, 


A gE ðx=vðv, P 0x = ðz etc. überschreitet, und es aus der unerklärlichen Be- 
m ; 


schaffenheit eines Unendlich-Kleinen (was nicht Etwas ‚nicht Null seyn soll) 
begreiflich machen will, wie 0x einen mit gleichförmiger Bewegung durchlau« 
fenen Raum vorstellen könne, die artet in eine müfsige und unfruchtbare Grü- 
belei aus. Hätte Joh. Bernoulli dies bedacht, so würde er schwerlich im 
Commerc. philos. et mathem. Tom. I. pag. 411. die unhaltbare Meinung geäus- 
sert haben, wenn der Differenzial-Kalkul nicht vom Unendlich- Kleinen ausgehe, 
so könne er die Gröfsen sich nicht nach dem Gesetze der Stetigkeit, sondern 
blofs durch Sprünge verändern lassen. Man hat späterhin Leibnitzen gradezu 
aufgebürdet: er nehme an, dafs seine Incremente und Decremente am Ende der 
kleinen Zeiteinheiten d:, 074 u. dgl. sprungweise’hinzukämen. Wie hätte er dies 
zu behaupten Ursache gehabt, da ‚die Einrichtung seines Kalkuls in gleichen 
Zeittheilen blofs erste, zweite etc. Differenzen von der Art .erfodert, dafs man 
erste, zweite etc. Differenziale erhalten kann, und es lediglich auf das Haben 
derselben, aber nicht auf die überflüssige Untersuchung ankommt, wie man si 
hat. Denn diese letztere ist etwas ganz Ausserwesentliches; auch mu[s man ge- 
wifs, am Ende aller metaphysischen Speculation über die Möglichkeit einer 
gleichförmigen Bewegung in einer nichtgleichförmigen, unverrichteter 
Sache wieder auf den Standpunct zurückkehren, wo blofs der Begriff und die 
Natur der Sache es mit sich bringt, dafs ein phoronomisches Differenzial eben- 
falls in die Klasse der unveränderlichen Gröfsen, wie ct = su. dgl. gestellt werde, 
und Räume vorstelle, die mit gleichförmiger Geschwindigkeit durchlaufen sind. 
Mag das wirklich so seyn, oder blofs so vorgestellt, wobei immerhin wech- 
selnde Geschwindigkeiten sich dergestalt compensiren dürften, dafs mit jedem 
. Zeittheil dieselben Differenzen oder Differenzio-Differenzen zum Vorschein kä- 
men; kurz! sie bleiben in gleichen verflossenen Zeiten gleich, weshalb sie für 
den Kalkul beständige Gröfsen sind. Besser also, man begnügt sich mit 
dieser lichtvollen Ueberzeugung, als dafs man, vom sichern Wege der Analysis 
abschweifend, ein Nichts herausgrübelt, nämlich einen gleichförmig durchlau- 
fenen Raum der Null ist, folglich alle Bewegung zernichtet, Das heifst ‚doch 
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offenbar, sich eine Bewegung denken, die keine Bewegung ist. Es’kann 'als ein 
sicheres Kennzeichen dienen, dafs eine Metaphysik sich für die Bewegungslehre 
nicht eignet, wenn sie auf leere Spitzfindigkeiten oder gar auf Widersprüche füh- 
ret. Die wahre Philosophie der höhern Mechanik besteht hauptsächlich darin, 


1. dafs man die reine Theorie von allgemeinen phoronomischen Begriffen 
und Gesetzen ableitet; denn sie mufs vom Allgemeinen zum Besondern herab- 
steigen. Dabei ist es nöthig, alle Grundbegriffe und Grundsätze dieser Wissen- 
schaft vollständig aufzuzählen *);- weil sich dann erst jeder besondere Lehrsatz 
einleuchtend beweisen läfst. 


2. Es mufs für jede  veränderliche Gröfse eine ihr entsprechende Verände- 
rungsform derjenigen Reihe gebraucht‘ werden, welche ‚sie ausdrücken soll. 


Blofs unter dieser Bedingung läfst sich ihr wahres Differenzial finden. 


5. Es giebt gewisse Gröfsen in der Mechanik, die sich so verändern, dafs 
sie eine kurze Zeit lang wachsen, und hierauf eben so abnehmen, um von neuem 
wieder gröfser und kleiner zu werden, folglich eine Reihe von dieser Gestalt 
bilden : i 

yıytoy,y+ ay, y+ Bly, y—yðy, y—õðy, y + əy, u. s.w. 

Dieses abwechselnde Steigen und Fallen, 'verstattet nicht eine unmittelbare 
Differenziation; denn dazu, müfste vorausgesetzt werden, dafs die veränderliche 
Gröfse entweder fortwährend wachse, oder fortwährend abnehme. Daher kann 
der Differenzial- Kalkul- in solchen Reechnungsfällen blofs unter der Bedingung 
richtige Resultate geben, dafs. es angeht für y, als Ordinate einer mit Wendepunc- 
ten versehenen Curve betrachtet, eine Gleichung, wenigstens eine annähernde 
zu finden., 


4. Man mufs nicht glauben, als wenn jede mögliche veränderliche Gröfse 
fähig wäre, mit Hülfe des Differenzial-Kalkuls berechnet zu werden; denn wenn 
sie sich ohne ein bestimmtes Gesetz verändert, so ist der Kalkul, der in 


allen seinen Operationen und Ausdrücken an bestimmte Regeln gebunden bleibt, 


*) Ein vollständiges Verzeichnis‘ derselben, als Einleitung in die reine Mechanik möchte 
wohl. nach. nicht. vorhanden _seyn.. 
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nicht. im: Stande, eine Veränderungsform darzustellen, welche mit jener völligen 
Gesetzlosigkeit übereinstimmen: könnte.: Hier ist jeder Aufwand analytischer 
Kunst vergebens, und man täuscht sich nur in seiner Erwartung; denn für eine 
Grölse, die sich ohne alle Regel verändert, ist gar kein richtiges Differenzial, 
und eben darum auch kein wahres Integral zu finden. Leibnitz war hievon. 
schon völlig überzeugt, deswegen schrieb er die merkwürdigen Worte ‘nieder: 
„Cujuslibet -certa lege vVariantis possumus invenire differentiam sew ele- 
mentum.“ ¥) Es ist eben darum bei- jeder neuen Untersuchung über einen Ge- 
‚genstand der höhern Analysis nöthig, vorher eine Betrachtung über die Verän- 
derungsform der in Rechnung zu nehmenden unbeständigen Gröfsen anzustellen. 


5. Ueberhaupt läfst sich nicht erwarten, dafs der Difierenzial- Kalkul blofs 
maschinenmäfsig Resultate geben soll, welche mit der Erfahrung übereinstim- 
men, es möge bei der anzustellenden Rechnung die eine oder die andere der 
obigen, im ersten Abschnitt aufgeführten, allgemeinen Hauptreihen, ‚wie auch 
das erste oder ein höheres Differenzial zum Grunde gelegt werden. Es ist un- 
vermeidlich, dafs die Rechnung von der Erfahrung abweicht, so oft entweder die 
bezeichnende Reihe (Function) zu der bezeichneten Gröfse nicht palst, oder die 
ersten Differenzen der Reihe für beständig angesehen werden, wenn es die er- 
sten Differenzen der bezeichneten Gröfse noch nicht sind. Jedes Rechnungs- 
Resultat, welches hervorgeht, ohne dafs man diese nöthige Rücksicht genommen 
hat, ist mifslich; und trifft es mit der Erfahrung zusammen, so ist das ein 
Ohngefehr, welches noch mehr vermieden werden sollte, als berichtigende 
Coefficienten der Integrale, wenn diese nicht gradezu mit der Erfahrung 
übereinstimmen wollen. Die erste Bedingung bei der Anwendung des Differen- 
zial-Kalkuls auf Gegenstände der höhern Mechanik bleibt‘ immer: Kenntnifs 
des Veränderungsgesetzes einer unbeständigen Gröfse. 

6. Oft läfst sich dieses Gesetz, wenn es noch unbekannt ist, durch blofses 
Nachdenken ausfindig machen; aber wo das letztere nicht hinreicht, da sind ge- 
naue Beobachtungen und Versuche nöthig. Denn obgleich vorausgesetzt werden 
mufs, dafs jeder geübte Analyst, bei weiteren Untersuchungen im Gebiete der 
Mechanik von Grundsätzen, oder wenigstens von haltbaren Hypothesen aus- 


*) Man sehe oben $. 37, und Op. omn. T. II, p. 4er. 
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gehen wird: so ist man doch nicht sicher, ‚dafs blófses Nachdenken, sey es'auch 
noch so scharfsinnig, die wahre Beschaffenheit einer unbeständigen Gröfse jedes- 
mal herausbringt; jweil die erforderlichen Reflexionen oft zu vielfälig und zu 
verwickelt- sind, als dafs nicht Eins oder das Andere übersehen werden sollte. 
Verschiedene ungenügende Theorien ‘in der Hydrodynamik, Aerodynamik und 
selbst in der Dynamik fester Körper, könnten hier zum Beweise dienen. -Eben 
darum sind Beobachtungen und ‘Versuche, für die Mechanik: ein wichtiges Be- 
dürfnifs. Allerdings hat man sowohl: die ersteren, deren die Mechanik des Him- 
mels ebenfalls bedarf, als auch die letztern, zum Behuf der irdischen Bewegungs- 
lehre oft genug angestellt, und ist: manchmal :dabei sehr ins Grofse gegangen; 
aber nur seiten sind sie, so fruchtbar, ausgefallen, wie es zu wünschen ‚gewesen 
‚wäre... Daher ist ihnen hin und wieder die Achtung. nicht zu Theil geworden, 
auf welche sie beinahe schon um.ihrer Benennung willen Anspruch machen 
durften. Indessen konnte es wohl seyn, dafs sie eine falsche Richtung genom- 
‚men, oder auch einen ‚unrechten Zweck gehabt hatten. Uebrigens ist,es manch- 
mal. äusserst schwer, seinen guten phoronomischen Versuch: anzustellen; denn 
diese . Benennung, kommt ‚ihm blofs unter der Bedingung zu, dafs durch ihn 
` allgemeinere Gesetze erkannt. werden, nach welchen die Bewegungen der 
‚Körper‘ unter. verschiedenen :Umständen ‘vor sich gehen. 


JV ii 3D 
t3 


| s. 59. | 

Entwurf, einiger Hauptlehren in der Mechanik, soll als Be- 
‚weis dienen,. dafs der Differenzial-Kalkul, bei seiner Anwendung auf diese Wis- 
‚senschaft, überall nur; der beständigen Differenzen, aber. der Voraus- 
setzung des ihm aufgebürdeten Unendlich-Kleinen ‚gar nicht bedarf. Um übri- 
gens methodisch zu verfahren, so mögen die Erklärungen, Grundbegriffe und 
Gesetze der Bewegung vorangeschickt werden, auf welche die, folgenden, hin 
und wieder neuen Darstellungen einzelner Theorien gebaut worden sind, 


j e TOI 
Folgender kurze 


L Erklärungen 
1. Die Begränzung eines erfüllten; Raumes nach allen drei Abmessungen, 


giebt einen materiellen Körpe r. Die Menge der Raum erfüllenden- Theile 
heifst seine Masse. 
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o. Das wahre oder scheinbare Abstandsverhältnils der im Körper zerstreuten 
Puncte zu gegebenen Oertern im äussern Raum *), nennt man seine Lage. 

5. Das Beharren in einerlei Lage heifst-Ruhe, ihr Wechsel Bewegung. 

Anmerkung. Bei der letztern wird fortschreitende und drehende Bewegung 

unterschieden. 

4. Die Ursache einer Bewegung, heifst bewegende Kraft, und Wider- 
stand, wenn sie einer andern Kraft entgegen wirkt. ; 

5. Kräfte die ihre Bewegungen gegenseitig aufheben, erhalten sich im 
-Gleichgewieht \ 

6. Den Raum, welchen ein Körper iin einer bestimmten Zeiteinheit (z. B. 
1 Sec.) gleichförmig durchläuft, nennt man'seine Geschwindigkeit; die Sum- 
me der Geschwindigkeiten während einer verflossenen Zeit; seinen zurückge- 


legten Weg. Daher die Ausdrücke ce=s (Summe der Geschwindigkeiten), 


S S 
c= 7> ERR A Foe =s. 
€ 


Anm erkung. Bei wachsender oder abnehmender Geschwindigkeit, verträgt 
sich das Beschaffenheits- Wort gleichförmig nur dann mit dieser Defi- 
nition, wenn man sowohl die Zunahmen als Abnahmen in jeder Zeit- 
einheit, sprungweise in Gedanken hinzufügt. Soll dies. letztere nicht 
verstattet seyn,,so mufs das gedachte Wort aus der Definition wegfallen. 

- 7. Gleichbleibende Geschwindigkeit giebt eine gleichförmige Bewegun S, 

gerte. 


wachsende eine beschleunigte, abnehmende eine verzö 
Anmerkung. :Zu unterscheiden sind gleich förmig und ungleichför- 
„mig beschleunigte,.oder verzögerte Bewegung, nach Maafsgabe der glei- 


: chen oder ungleichen Zu- oder Abnahmen in jeder Zeiteinheit. 


I. "Grundbegriffe der Mechanik, aus der" ER IRR đer Ruhe 
und Bewegung abgeleitet. ` 
% Ruhe mit Ruhe verglichen giebt einerlei Grölse, wenn gleich viele Theile 


eine gleich lange Zeit’rulliend bleiben. Sind alsoidie ruhenden Massen q und 
*) Bei einem ‚auf dem Erdboden ruhenden Rade, hat der ‚unterste Punet den Abstand = o 


der oherste den wahren Abstand — or, alle übrigen haben den wahren Abstand ar—n, 


2r—n etc. welches die Abstandsverhältnisse 0: 2r, 0: 2r— n, O:2r—n"u.s.w. giebt, 
Der Wechsel dieser in einem Körper liegenden Verhältnisse seiner Theile ist Bewegung. 
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q' ‚gleich, so giebt die Wiederholung desselben mailen durch '¢ Zeiteinheiten, 
oder ihre Dauer, den Ausdruck: 
ihres ge eg n EEA 
Gi (rt re) ge ata eke ag 
oder TOR) = ER 
2. Soll gt > gi seyn, -so muls entweder g >q oderit > £ oder beides zu- 


gleich genommen werden. 
Anmerkung. Hienach ist z. B. die Ruhe des Oceans etwas Gröfseres von 
Ruhe, als die Ruhe des Wassers in einer Cisterne, wenn £={ genom- 
men wird. i 
3i Diei Voraussetzung qt = g’Ü.giebt qon qi= X it; das heifst: „eine Gröfse 
der Ruhe ist der andern gleich, wenn die ruhenden Massen sich umgekehrt ver- 
halten, wie die Zeiten. (oder Dauer.) 
Anmerkung. Hieraus läfst sich natürlich und leicht das Gesetz der Ruhe 
oder des Gleichgewichts am mathematischen Hebel herleiten. Yen 
4. Unruhe mit Unruhe verglichen, giebt einerlei Gröfse derselben, das heifst 
der Bewegung, wenn gleiche Massen sich mit gleicher Geschwindigkeit bewegen. 
Aber eine durchgehend gleiche Geschwindigkeit der Massen, setzt nach der er- 
sten Erklärung eine gleiche Geschwindigkeit aller Massentheile voraus. Folglich 
wird, bei der Vorstellung (Wahrnehmung oder auch Reflexion) des Einzelnen, 
an jedem Theile dieselbe Geschwindigkeit wiederholt. Das giebt eine Summe 
von: Wiederholungen, welche der Summe aller Massen- Theile = m gleich ist, 
folglich den Ausdruck cm = cmi, wenn 'n= m gesetzt wird. 
5. Soll en > c'm seyn, so mufs entweder ¢ > c, oder m >m, oder auch 
beides zugleich angenommen werden, 
6. Aus der Voraussetzung cm = c'm folgt. ce: d, = mm, das heifst, bei glei- 
chen Gröfsen der Bewegung verhalten sich die Massen umgekehrt, wie ihre Ge- 
schwindigkeiten. i 
Anmerkung. Dals diese Vergleichungs-Formen der Bewegungs- Gröfsen 
reine Reflexionsbegriffe, und keine Lehnsätze (lemmata) sind, welche .ei- 
nes Beweises bedürften, läfst sich schon durch ähnliche Vergleichungs- 
formen i im gemeinen Leben rechtfertigen. Bei einem Volksaufstande z, B, 
stellt man die Unruhe desto gröfser vor, je mehr Indiyiduen darin begrif- 
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fen sind, und je unruhiger jedes einzelne ist. Im entgegen: gesetzten: Fall 
wird die Unruhe kleiner genannt. Die Verallgemeinerung‘ dieses Begriffs 
‚durch: Abstraction; führet nothwendig auf die vorhergehende Verglei- 


chungsform der Gröfse von Bewegungen. IT 4 


Hi. Allgemeine Gesetze der Bewegung. - 
r. Ieder Körper beharret in der Ruhe oder Bewegung so lange, 
bis Veine.einwirkende Kraft ihn nöthigt, aus-einem von beiden 


Zuständen.in denandern.überzugehen. (Gesetz: der. Beharrung.) 


Beweis. Bewegung und Ruhe sind Wirkungen von Ursachen. Sollte die 
Bewegung in Ruhe übergehen, ohne eine einwirkende Kraft, ‘so würde eine 
Wirkung ohne Ursache gedacht werden, Eben: so im umgekehrten Fall. Beides 
ist gegen das Princip der Causalität, 

o. Einwirkung und Zurückwirkung sind einander gleich. 

Beweis. Ieder bei der Einwirkung angegriffene Theil einer Masse leistet 
einen Widerstand. Ie größser die Einwirkung ist, desto mehr Theile werden auf 
einmal angegriffen; aber desto mehr Theile widerstehen auch auf einmal. 

Anmerkung. Verschiedene Erfahrungen machen dieses Gesetz anschaulich. 

Eine Stahlfeder,, die 40 Pfund Kraft zu ihrer Spannung erfodert, muls mit 
einer eben. so, großen Gewalt entgegen: drücken; denn sonst wären, keine 

x 40 Pfund Spannkraft nöthig.., Eben so verhält ‚es, sich mit zusammen- 
gedrückter Luft u. dgl. 

3: Bei gleicher zu bewegenden Masse, ist die Bewegung der 
bewegenden Kraft proportional. 

"Beweis. Wenn eine Masse durchgängig die Bewegung q haben. soll, so 
mufs auch jeder einzelne Massentheil sie haben.. Daher erfodert ein jeder einen 
gleichen Antheil an der bewegenden Kraft. Wenn nun zwei verschiedene be- 
wegende. Kräfte p und p' unter gleiche Summen von Massentheilen = m vertheilt 
werden sollen : so. giebt —p die Bewegung q, und. r die Bewegung q’, wor- 
aus>die Proportion entsteht p » p = Gs das “heifst, die Bewegungen sind 
den bewegenden Kräften proportional. 


- 
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Anmerkung. Die Erfahrung giebt erläuternde Beispiele genug, wie unter 
andern‘ dieses‘: eine mit go- Pfund gespannte Feder treibt dieselbe feste 
Masse,;unter übrigens einerlei. Umständen, schneller fort, als eine mit 
15 Pfund gespannte. 


4. Iede einzelne bewegende Kraft, theilt -dem-in Bewegung 


gesetzten Körper nur eine einzige Richtung mit. 

Beweis. Kein Körper kann nach'zwei‘ verschiedenen’ Richtungen zugleich 
gehen. Daher mülste eine Kraft, welche ihm‘ zwei Richtungen der Bewegung 
gäbe, etwas Unmögliches hervorbringen. 

5- Zwei Kräfte, die zugleich einen Körper nach verschiedenen 
Richtungen in Bewegung ‚setzen, lenken ihn. gegenseitig. von 


ihren Richtungen ab, und zwar im Verhältnisse ihrer Gröfsen. 


Beweis. Lenkten sie ihn nicht ab, so müfste er sich nach zwei Richtun- 
gen zugleich bewegen, welches unmöglich ist. Lenkte ihn blofs die eine ab, so 
. würde die zweite eine Ursache ohne Wirkung seyn, welches einen Widerspruch 
im Begriff enthält. Sie lenken ihn also beide ab. Sollte dies nicht im Verhält- 
nisse ihrer Gröfse geschehen, sondern im Verhältnisse @: a, so würde der Kraft- 
überschufs auf der einen Seite gar nichts wirken;'gegen den Begriff einer Kraft. 
Noch ungereimter würde es seyn, wenn die kleinere Kraft ihn mehr ablenken 
sollte, als die grölsere. Daher sind die gegenseitigen Ablenkungen den ablen- 
kenden Kräften proportional, zufolge des dritten Gesetzes. 


6. Iede Kraft, welche unausgesetzt in einen bewegten Körper 
wirkt, ertheilt ihm eine b eschleunigte oder verzögerte Bewegung, 
je nachdem ihre Einwirkung entweder Mitwirkung oder Gegen- 

wirkung ist. 

Beweis. Vermöge der Beharrung bleibt der bewegte Körper schon für sich 
in Bewegung, nach dem ersten Gesetze. Kommt eine Mitwirkung hinzu, so mufs 
die anfängliche Wirkung vergröfsert, so wie durch eine Gegenwirkung verklei- 
nert ‚werden, zufolge des dritten Gesetzes. Die öftere Wiederholung der Mitwir- 
kung oder Gegenwirkung, vermehrt. oder ‚vermindert also die: Bewegung von 
Zeiteinheit zu Zeiteinheit, 
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É AnmanÄnne des Vorhergehenden- ‚auf er Lehre vom gleichför- 
mig beschleunigten Fall. : 


` 2. Wenn die Schwere einen Körper nahe an der Oberfläche der Erde i in der 
ersten Zeiteinheit lothrecht durch einen Raum = ı führet, und solches in jeder 
folgenden wiederholt : so verhalten sich die nach und nach wachsenden Ge- 
schwindigkeiten, wie die verflossenen Zeiteinheiten. - Denn der Körper nimmt, 
vermöge der Beharrung, in jeden nächstfolgenden Zeittheil hinüber, was er am 
Ende des nächstvorhergehenden bereits "an Geschwindigkeit hatte. Das giebt 
die Reihe o+1, ıt1, 2+1, 5+1, 4+1 ....... (n—ı)+ r, -übereinstim- 
mend mit der Reihe der verflossenen Zeiteinheiten: folglich 1 p1 =£:n, wenn 
n den Coeflicienten der Geschwindigkeit c bezeichnet. 
2. Nennt man die Geschwindigkeit am Ende der ersten Zeitsecunde u, am 
Ende: von £ Secunden v: so ist dem Vorhergehenden zufolge 1 :t=u:v, und 
v=ut. Nun sey:das Differenzial der Zeit = ôt, des in & Secunden durchlaufenen 
Raumes s=ds: so hat man. die Gleichungen 
vd = 0s— utól 

> for s = zu, 

und für ¿= ı den Raum g=#u: folglich durch Umtausch die Ausdrücke 
Se Sure 


vE — =ag=anrgs, 


ti: 


in welchen & die freie Fallhöhe in der ersten Secunde, s den iH” + Secunden 
A freien Fallraum, und v die zur ganzen Fallhöhe s gehörige Ge- 
schwindigkeit (im letzten Augenblick) bezeichnet. 

5. Ist die Frage, wie hoch ein Körper mit der Geschwindigkeit vd lothrecht 
in die Höhe steigen könne, wenn vom Widerstande der Luft weggedacht wird, 
so kann man in Fig. 5. die veränderliche Höhe AP=x, also Pp = ðx setzen. 
In P soll der Körper von seiner anfänglichen Geschwindigkeit v schon so viel 


verloren haben, dafs sie nur noch einer gewissen, der unbestimmten Zeit £ zu- 
B b 
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gehörigen Geschwindigkeit u = 2ogt gleich ist: so erhält man in der auf : fol- 
genden kleinen Zeiteinheit ðr die Veränderungen u— du, weil w abnimmt, und 
2g(t+2t), weil £ zunimmt. Das giebt die Differenzial- en 

— ðu = + ag, 


, 


und wegen udt == ôx, oder t = aA durch Umtausch den Ausdruck 
— udu = 2g9x; 
dessen Integral 
Const. — fu? = ggr 
ist. Für x= o wird u= v,. also Const. = 1v?. Hieraus entsteht zunächst ein 
Ausdruck für die Geschwindigkeit u in der Höhe x, nämlich 
u = Fw? — 48%); a 
und für u=o, wo x dem ganzen durchlaufenen Raum s gleich ist, ein Aus- 


va Sail saii v? z i Á ie 
druck für die Steighöhe ae welcher ganz mit dem obigen übereinstimmt, 


wo v die zur Fallhöhe s gehörige Geschwindigkeit ist. Hieraus geht der Satz 
hervor, dafs ein Körper im freien Mittel mit der Geschwindigkeit v so hoch 
steigen kann, als er fallen mülste, um diese zu erlangen.. 


H. Vom Parallelogramm der Geschwindigkeit, und von der Zer: 
legung der Kräfte. 

ı. Man denke sich ein Paar Kräfte p und p', welche einem Körper zugleich 
nach zwei verschiedenen. Richtungen, unter dem Winkel Ọ < 2R, die Geschwin- 
digkeiten v und w mittheilen : so. würde der bewegte Punct (Schwerpunct) in 
der kleinen Zeiteinheit ô, nach der einen Richtung den- Raum vdt= x, nach 
der andern aber udt=dy durchlaufen. Er ist aber unterdessen von beiden Rich- 
tungen. abgelenkt worden, zufolge des §. 59. Num. IH. 3 und 5. Nach dem 
Verhältnisse der Kräfte und ihrer augenblicklichen Wirkungen, läfst sich das 
Verhältnifs dieser Ablenkungen durch 3x : 3y = ðw sin Ọ : y sin Ọ bestimmen. Es 
sey nun der eine Ablenkungswinkel = w, so ist der andere = Ọ— w, weil beide 
= Ọ seyn müssen.. Hieraus: entstehen folgende Proportionen : 

əx: :%y = sinw : sin (Ọ— w) 
vo : uðt = sinw : sin (Ọ— wy 


v: u = sinw : sin(Ọ— w): 
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Die letztere giebt den Ausdruck u sin w = v (sin Ọ . cos w — cos:Ọ . sin w), 
und wenn auf beiden Seiten durch cos w dividirt, nachher aber geordnet. wird, 
- sin Ọ i 
# + cosỌ’ 
wo das untere Zeichen für den Fall gilt, dafs © stumpf, also cos © negativ ist. 
Dieser zuletzt gefundene Ausdruck bestimmt die Lage einer Diagonale in einem 
Parallelogramms- Winkel ®, dessen Schenkel v und u sind. Hieraus folgt zu- 
förderst, dafs der bewegte Körper eine mittlere Richtung. nehmen mufs, welche - 
mit der Diagonale eines Parallelogramms zusammen fällt, dessen Seiten v und u 
den Winkel Ọ einschliessen. Setzt man Ọ= 2R, so ist sin G=o, folglich 
auch tang w = o, das heist, es giebt nun keinen Diagonalenwinkel œ > o, da- 


tang w= 


her denn die mittlere Richtung mit derselben graden Linie zusammen fallen 
mufs, in welcher die Kräfte p und p’ einander grade entgegen wirken. 

2. Zufolge des $. 59. Num. I. 6, ist der in der kleinen Zeiteinheit 9: zu- 
rückgelegte Weg einerlei mit der Summe der Geschwindigkeiten, welche der 
Körper in der mittlern Richtung während der Zeit 8: hatte. Da das Verhältnifs 
dieser ihm von beiden bewegenden Kräften zugleich mitgetheilten Geschwindig- 
keiten, wieder durch das Verhältnifs 0x : dy bestimmt wird: so entsteht die 
Gleichung : 

Əs = x cos w + y cos(d—w) 

= vât. cos W + udt. cos(Q—w) ` 

s= v. cosw + u .cos(ġ0—w) 
wenn = 1 angenommen wird. Aber dieser zurückgelegte Weg s ist einerlei 
mit der Länge einer Diagonale des Winkels © im Parallelogramm, welcher-v 
und u zu Schenkeln hat. Hieraus folgt der Schlufs, dafs die mittlere Geschwin- 
digkeit v sich zu v und u verhalte, wie die Diagonale- eines Parallelogramms 
zu seinen Seiten. 

3. Da Bewegungen (Körpern mitgetheilte Geschwindigkeiten) und ihre zuge- 
hörigen bewegenden Kräfte proportional sind: so gelten die hier bewiesenen 
Sätze auch für die letztern, und wie die mittlere Geschwindigkeit. nicht die 
Summe von v+u ist, so kann auch die mittlere Kraft nicht p+ p =g son- 
dern blofs q = p . cos w + p' . cos (Ọ—w) seyn. Aus dieser letztern Gleichung 
folgt sehr einleuchtend, dafs jede einfache Kraft q in eine gleichgültige (äquiva- 

Bb2 
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lente) Summe von zwei Kräften-zerlegt werden kann; welche unier’deh Win- 
keln » und OQ—w, anstatt. g auf einerlei Bent hinwirken. Ir i 


IM. Von der beschleunigten Bewegung auf geneigten Ebenen, und 
im Bogen einer Curve. 3 

1. Die bekannte Zerlegung der Schwerkraft auf der Hypothenuse eines recht- 

winkeligen Dreiecks, als der lothrechten Durchschnitts- Ebene einer geneigten 

graden Fläche, giebt den Satz, dafs der Sinus des ‚Neigungswinkels œ der Coef- 

ficient für die freie Beschleunigung 8 seyn müsse. Daher entstehen die Aus- 


drücke j 
Ca 50853 
Se eS; 


p 
Ss 


t =r —— 
g.snd 


= 
= persim as a gs isin a, 
in welchen s den auf dei 'schiefen Ebene in der Zeit £ dürchlaufenen Raum, und 
v die zugehörige Geschwindigkeit (Endgeschwindigkeit) bezeichnet. Sėtzt man 
die‘ Höhe’ der geneigten! Ebene=«#, ihre Länge=b, so ist a= b sin a. 
Durchläuft ein Körper den ganzen’ Raum, 'so erlangt er die Geschwindigkeit 
v=merbs.sna=2Nfäg 

folglich ist die Geschwindigkeit am Ende der geneigten Ebene grade so grofs, 
als wenn der Körper in der Linie « lothrecht ‘herabfällt. : 

2. Setzt man die Schwere-an: der Oberfläche der'Erde=ı, so läfst sich an- 
statt des Coefhcienten sin a, nach. '$: 59.. Num. Ill. 5, aus der Proportion 


a ar 


mM ci mm 
ein ‚allgemeiner Coefliecient\.der) beschleunigenden Kraft =ı, und Beschleunigung 
SER ia A einführen, welcher dem Quotienten aus der bewegenden Kraft 
In {i 
dividirt. durch die: zu bewegende Masse m gleich ist. - Das, giebt-für den 


durchlaufenen Raum, z. B. an der: atwoodschen Fallmaschine, den Ausdruck ' 
| Pia et ai, 
ee paa 
wenn P und Ø die angehängten Er ichte sind; À 
: K AEE Sioi 
A P = 26057 PHOT =er m 
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1? Ben 
Auf eineähnliche Weise lassen sich noch die Amsdeickes S= NS und u= og: 
4gp m 


machen. Daraus entstehen zwei berühmte Proportionen 

p: E moa mu, 

p.:p E ı mu”, 
von denen die erstere das cartesianische, die letztere das leibnitzische 
Kräftemaals genannt zu ‘werden pflegt:» Dort verhalten sich die bewegenden 
Kräfte, wie die Producte der Massen in die einfachen Geschwindigkeiten, hier 
wie die Quadrate der letztern multiplicirt mit jenen. So sehr sie einander zu 
widersprechen scheinen, ist doch Uebereinstiimmung unter ihnen, wenn man auf 
den Ursprung der zweiten Proportion genauer achtet. Man mufs in ihr gleiche 
Räume s und $ zum Grunde legen, die in einerlei Zeit: z durchlaufen werden, 
übrigens die bewegenden Kräfterp, p -und Massen m, m verschieden annehmen. 


Die obigen Gleichungen geben 
m wa P n DAAI FIE HAZ m» v mu u r 
i = — ; — = nw:mu; 


gea S gS T zer, 48° ger 4E Tuagbe lage” age‘ ogt 


itas ' ® u = . j 
weil hier v = 2gt und u=agt, also P und ri ebenfalls.= ı ist. In die- 
© : © 


ser Gestalt drücken-beide Proportionen ein richtiges Verhältnifs der Bewegungs- 
Grölsen aus, und stimmen mit den ee, A $. 59, IL. 4 
und 6 überein. i ESA | 
y 

5.-Es. sey in Fig..5, PM: die Richtung der ‘Schwere, ‘oder, -die Curve umge: 
kehrt, und wie gewöhnlich Mm= ðs, qm= ðy : so stehen die Beschleunigun- 
gen in dy und ôs im Verhältnisse 27353 

en 

u m = EU ER ga By 


Das = die Ausdrücke 


Vermittelst des freien Falles durch y entsteht die Gleichung y = > ‚„ and 


durch Differenziation kömmt 2gdy = vo, 
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Vermittelst des Umtausches erhält man folgende Differenziäle und Inte- 
grale : 


Aus ‚der letztern Gleichung läfst sich ein Ausdruck für die Geschwindigkeit 
herleiten, welche ein Körper durch den beschleunigten Fall im Bogen 4M =s 
erlan nämlich 3 

g5, v= ers = 8y, 
woraus der Satz hervorgeht, dafs die Geschwindigkeit im Endpuncte des Bogens, 
ganz einerlei sey mit der zu y als Fallhöhe gehörigen Geschwindigkeit. 

4. Hievon kann sogleich eine Anwendung auf die Bewegung des einfachen 
Pendels gemacht werden. Es sey in Fig. 6. der Halbmesser AC=r zugleich 
die Pendellänge, mm der Schwingungs-Punct, 4p = b, Pp = ôx = b —x, die Zeit 
welche m gebraucht, um den Elongations-Winkel 4Cm = Ọ oder den Bogen 
Am zu durchlaufen, = t, und Mm wie gewöhnlich ds: dann ist die im Puncte 
M erlangte. Geschwindigkeit vo=erg(b—x). Wird nun dr so angenommen, 
dals vðť = ðs gesetzt werden kann, so entsteht für ö die Gleichung 

2 : ðs ` ðs 
D SE = gela) 
Die höhere Geometrie giebt für die Kreislinie das Bogendifferenzial 


rox röx 
S For’ hier also die Differenzial - en aea TEC er 


’ - * kd 
hir das Integral ? = ME + — ur % Alan Haas 2] zugehöret *). Es ist 


aber b=r.sinv ©, weshalb die Reihe in der Parenthese sehr schnell convergi- 
ren mufs, wenn man den Elongations-Winkel Ọ recht klein annimmt. Für 
Ọ = 10° ist das zweite Glied nur noch = 0,001, und kann deshalb schon ver- 


nachlässigt werden. Daraus folgt ! = 1 Den Schwingungs- Zeit für den halben 
Pendelschlag, oder ed = t= ae für den ganzen Schwung. Wenn t = 1 Se- 


cunde gesetzt wird, so ist g = irr? ein Ausdruck für die freie Fallhöhe in der 


*) M. s. Leonb. Euleri Mechan, Tom. II, §. 161 — 164. 
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ersten Secunde, wobei die Pendellänge r durch einen genauen Versuch gefunden 
werden mufs. . Uebrigens lassen sich für zwei verschiedene Schwingungszeiten 
t und r, die Pendellängen r und o durch folgende Proportion bestimmen ; 
Ent ae: a nz =r : Fo; 

das heifst die Pendellängen verhalten sich, wie die Quadratzahlen der abzumes- 
senden Zeiten. Hienach mülste z, B. ein Pendel, .welches Viertel-Secunden 
schlagen soll, nur den sechszehnten Theil von der Länge des einfachen Secun- 
den-Pendels haben. 

5. Mit der Lehre von der Schwungbewegung oder vom Pendel,. steht die 
Theorie der Schwungkraft in sehr genauer Verbindung. Es habe die am 
Ende des Halbmessers r = BC Fig. 6. befindliche Masse m, während der Zeit £ 
den Bogen BMA durchlaufen, und in 4 die Geschwindigkeit u erlangt: so läfst 
sich die in der nächstfolgenden differenziellen Zeiteinheit % in dem Bogen 
AE = ds fortgesetzte Bewegung in zwei andere, nämlich eine tangentielle 4D = ud 
und eine centrale Ab zerlegen. Dabei ist es grade nicht nöthig, 4b, ðs und uðt 
schon als erste Differenziale, d. h. für beständige- Gröfsen anzusehen; weil die 
weiter unten gezogenen Schlüsse auch für den Fall richtig sind, wenn erst die 
zweiten Differenzen beständig seyn sollten.. . 

a.) Dazu dem in der Zeit t+ 3 durchlaufenen Bogen BMAE=sts, die 
Größe Bb=x—=ar— 8x als Abscisse gehört: so erhält man durch die erste 
Differenziation ds, ðt und — 9x = Al. 

ß.) Es sind uðt und — 0x die Seiten eines Parallelogramms, also. drücken 
sie nicht allein das Verhältnifs zweier ihnen proportionaler Geschwindigkeiten, 
sondern auch das Verhältnifs der beiden zugehörigen Kräfte. aus. Um die 
Schwungkraft vermittelst der Centralkraft zu messen, welche letztere auf die 
Schwere zurückgebracht werden kann, kommt es darauf an, vermittelst des Ver- 
hältnisses — 8x : udt zuförderst ein Paar proportionale Geschwindigkeiten aus- 
findig zu machen. 

y-) Dazu: dient die Proportion: 

Bb : bE bE Ab 
i rk: uðt = udt : — ðm; 
welche die Differenzial- Gleichung — ardx + 8%? = u” 3t? giebt, wo x? als un- 
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verkeninbares drittes Binomial-Glied_ von r?—aröx + əx? wegfällt, sogar wenn 
ein zweites Differenzial zu entwickeln wäre. Daraus folgt — 3x = ərz, 


3.) Soll — 8x durch die Beschleunigung der Schwere gemessen werden, so 
mufs man es als einen Fallraum ansehen, durch welchen 'die Schwere die be- 
wegte Masse in der Zeit + führet, Das-giebt 


8x en Fa 
a= 0X = 8 ETTE er t 
u? 
ode 2g= > 
einen Ausdruck für die durch den freien Fall in der ersten Zeiteinheit (Secunde) 


erlangte Geschwindigkeit, wenn die Kraft der Schwere mit dem Gewicht des 
7 . ? m - 
fallenden Körpers einerlei = ist. 
£) Für eine andere Geschwindigkeit, wie idie. im Bogen 4E, welche 


3 v? ä 3 
= v Ž u seyn mag, erhält man zwar 2g z 7> aber doch ein mefsbares Verhält- 


< 
v? 2T EAR E e ö 
nifs og : —, wenn r und v gegeben sind, und nun lassen sich mit Hülfe die- 
pL 2% 
ee e- n 3 m p È 
ser Geschwindigkeiten die zugehörigen Kräfte ı und p oder e und — verglei- 
m 
chen; denn mE Ba 
m'm 0'7 
; mv? 
dok Be 


&) Der hier gefundene Ausdruck für die Schwungkraft p, giebt die Propor- 
l ; 2 
tionen BER ov 
48 
i pomo aT 
also den veränderten Ausdruck für die Schwungkraft 
amns 


P=— 


r 


“Rn 


2 2 
in welchem s die zur Geschwindigkeit v gehörige Fallhöhe m; bezeichnet. 


y.) Läfst man die Masse m durch einen ganzen Kreis = orr laufen, so ent- 
stehen, vermöge der gleichförmigen Geschwindigkeit v, die Ausdrücke; 


Wird dieser Werth von v? in die unter & zuerst erhaltene Gleichung für p 
eingeführt, so kommt __ SIR 
A 

wodurch sich die Schwungkraft bestimmen läfst, wenn die umschwingende 

Masse m, der Halbmesser r an welchem, und die Zeit € in welcher sie um- 

schwingt, bekannte Gröfsen sind. 


$. 61. 
IV. Vom Gleichgewicht entgegenwirkender schwerer Massen oder 
Kräfte am mathematischen Hebel. 

Nach $. 59, II. 3. ist eine Gröfse der Ruhe der andern gleich, wenn die 
ruhenden Massen sich umgekehrt verhalten, wie die zu ihrer gegenseitigen Ruhe 
erforderlichen Zeiten. Hienach müssen die Zeiten verschieden seyn, wenn die 
Massen verschieden sind : folglich ist in mt = m die Zeit £ < ť, wenn m > m 
gesetzt wird. Es läfst sich aber vermittelst des Ausdrucks mt = mt unmittel- 
bar nichts durch äussere Anschauung erkennen, weshalb die Zeiten mit gleich- 
gültigen Raumgröfsen vertauscht werden müssen. Dazu dienen die Ausdrücke 


; 3 S $ TA ; 
im- $59, I. 6, nämlichict = s, t=. Um sicher zu seyn, dafs die Quotienten 


s ; EEE 3 L ) ; SAU ; 
t = — und £ = — wirklich verschieden sind, nehme man entweder die Räume 
c c ; 


gleich und die Geschwindigkeiten verschieden, oder umgekehrt; weil, wenn 
Dividende und Divisoren ungleich wären, es möglich seyn würde t=t zu er- 
halten. Es sey also einmal e=c, folglich s < ñ: so giebt der Umtausch den 
Ausdruck ms = ms 
und mım=s:s, 

also das Verhältnifs der Massen umgekehrt, wie. das Verhältnifs der Räume oder 
Kreisbogen, die sie beschreiben würden, wenn man .den Hebel drehen 
wollte. Nun stehen aber ‚diese Kreisbogen im graden Verhältnisse der Halbmes- 
ser oder Hebelsarme, an denen die Massen aufgehängt sind :- folglich wird die 
Gröfse der entgegen wirkenden Kräfte durch das umgekehrte Verhältnifs der Ab- 

Cc 
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stände ihrer Angriffspuncte (Aufhängepuncte) -vom Ruhepunet bestimmt. Ein 
gleiches Resultat ergiebt sich, wenn s= s, also c> ë angenommen wird, um 
t< ť zu erhalten. Es ist alsdenn 


E Pit > UA 
c ce 
folglich mM emo Ere 

das heifst, --die Massen: -verhalten ‘sich. umgekehrt, wie ihre” Geschwindigkeiten; 
wenn- sie mit dem. Hebel gedreht werden- sollten, Aber Geschwindigkeiten: sind 
Räume in der Zeiteinheit durchlaufen, daher in diesem Fall wieder Kreisbogen, 
die verschiedenen Halbmessern oder Hebelsarmen angehören. Hier ist das Ge- 
setz der Ruhe aus den Reflexions-Begriffen derselben abgeleitet, und eben da- 
durch vermieden worden, die in Ruhe befindlichen Massen kleine Bewe- 
gungen machen zu lassen, wie in der analytischen Mechanik von Lagrange, 
Abschn. 1. Grundges. 5. geschehen ist, um hieraus den Schlufs ziehen zu dürfen, 
dafs Massen in Ruhe sind, wenn ihre augenblicklichen Bestrebungen 
nach Bewegung mit ihnen selbst multiplicirt einerlei Product geben. Die 
augenblicklichen Bestrebungen nach Bewegung bedeuten hier soviel, als kleine 
Geschwindigkeiten, die wenn sie noch als Ruhe angesehen werden sollen, offen- 
bar unendlich klein, oder Mitteldinge zwischen Etwas und Nichts seyn müssen. 
Aber da würde man einen Erklärungs - und Beweis-Grund annehmen, welchen 
diei‘Fheorie der analytischen»Functionen für einen. Irrthum erkläret. Weberdem 
veranlalst diese Beweisart noch die Frage, wie das angenommene Gesetz der 
Bestrebung nach Bewegung, sich mit dem ersten Gesetze der Mechanik, 
dem Gesetze der Beharrung, oder ie ae gegen Ruhe und'Be- 
wegung vereinbaren läfst..!. 


V. Vom Princip der virtuellen Geschwindigkeit. 


Wenn in einer Verbindung (System) entgegen wirkender Kräfte, die Abstände 
vön’einem gemeinschaftlichen Beziehungspunicte; der in’ mehreren Fällen ‘der 
geometrische Mittelpunet einer gewissen Figur seyn. kann, theils positiv theils 
negätiv genommen, und’ mit ihren zugehörigen durch einerlei Einheit 'gemesse- 
nen Kräften multiplieirt werden: so entstehen entgegengesetzte Summen von 
Producten oder Momenten, ‘diè mån algebraisch addiren kann.. 
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So lange nun diese Summe von Momenten gleich Nall iSt, 
bleibt alles im Gleichgewicht. 
Diesen letztern' Satz nennt man das Princip deri virtuellen ‚Geschwindigkeit. 
Er läfst sich, wie es wirklich geschehen “ist, auf.'mehr als- eine Art beweisen. 
Iedoch gehört es nicht hieher, die verschiedenen ‚Beweisarten geschichtlich aufzu- 
führen. Um sich. von seiner ‘Wahrheit ‘auf einem sehr kurzen Wege ‘zu. über- 
zeugen, kann man entweder den Begriff von der Gröfse der: Bewegung im:$. 59, 
- r 1 r ` 
IL 6,,oder von dem Maalse der Kraft im $. Go, HI. e- zum. Grunde legen) wodenn 
die eine Geschwindigkeit sich zur andern verhalten mufs, wie der eine Abstand 
(Radius-Vector) zum andern. Indessen da dies eigentlich nichts anders ist, als 
däs ‘Gesetz des Gleichgewichts am Hebel: so kann 'man von''diesem unmittelbar 
den. Beweis des Princips der virtuellen Geschwindigkeit hernehmen.: Es sey 


demnach 


1. die Summe der entgegen gesetzten Momente auf beiden Seiten gleichzäh- 
lig, wie etwa atb=—.a — ß, so werden sich je zwei dieser Gröfsen für sich 
zu Null machen, also zwischen je zweien und eben darum auch im Ganzen ein 
Gleichgewicht vorhanden seyn. 


. Wenn aber das Entgegengesetzte auf beiden Seiten nicht gleichzählig 

er wie etwa atb=-—-a: so würde sich doch a in eben so viele Theile — 8 

und — y zerlegt gedenken, und jeder so grofs annehmen lassen, dafs 8 mit a, 

y mit b für sich im Gleichgewichte bleiben müfste. Hieraus- folgt alsdann sn 
Ganzen atb+ßty=o 
a-%b .sFrar ze 0; 

das heifst, das Enntgegengesetzte bleibt in. Ruhe. Mehr. ist hier nicht nöthig, 

um die Wahrheit: des vorhergehenden sehr fruchtbaren: Satzes im Allgemeinen 


einzusehen. HER 


; = VI. Die Lehre vom Schwerpunct. 

Iede Reihe von schweren Puncten a, b, c, din Fig. 5, läfst sich- auf eine 
grade Linie 4D so beziehen, dafs unter allen möglichen Ordinaten 4a, Bb, Ce 
‚u. s. W. eine ausgemittelt werden hann; welche den Abstand des gemein- 
schaftlichen Schwerpuncts für a, b, c d von AD bestimmt. Diese Ordi- 
nate heifst ein Durchmesser der Schwere. Ist eine Menge schwerer Puncte 

Coo 
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über einenBogen, oder über eine Ebene verbreitet, so lassen sich zwei solcher 
Durchmesser der Schwere finden, deren gemeinschaftlicher Düurchschnittspunct 
die Stelle des Schwerpuncts bezeichnet. Für einen nach allen‘ drei "Abmessun- 
gen erfüllten Raum, sind insonderheit bei allen unregelmäfsigen Körpern drei 
solcher Durchmesser, oder wenn man will, drei Ebenen der Schwere nöthig. 

1. Um den gemeinschaftlichen Schwerpunct für das lineare System a, b, c, d 
zu bestimmen, kann Kürze halber die Entfernung ab=a, be=ß, cd=y, da=a, 
Bb=b, Co=c, Dd=d, das Gewicht in a=p, in b=q, in c=4g, in d=g” ge- 
setzt, und zwischen je. zwei Ordinaten eine gleichlaufende dritte, z.B. 4 zwischen 
da und Bb, gedacht werden.. 

2. Um den Ruhepunct zwischen a und 5 zu finden, mag der eine Theil der 
in Gedanken zu ziehenden graden Linie y, der andere &——y genannt werden: 
so mufs nach den Gesetzen des Gleichgewichts am Hebel py = q (a —y) seyn. 
Daher die Proportionen 

P $g 
P gig 


A PGF 
a ay 


= a—b :a—y 


Jl 


zufolge des in abK liegenden ähnlichen Dreiecks, dessen Spitze mit dem End- 
puncte von y zusammenfällt. Daraus folgt die Gleichung 
= Pt + bq 


das heifst der Satz : 
die Summe der Momente dividirt durch die Summe der 
schweren Puncte, giebt den Abstand yihres gemeinschaft- 
lichen Schwerpuncts von AE. 
5, Denkt man sich in: diesem letztern das vereinigte Gewicht p + g=p, so 
findet sich auf eine ganz ähnliche Weise ein. Ausdruck für p' und g’, nämlich 
a Pd 
pP tq 
Es ist aber yp = 4(p' +q) = ap + bq, folglich läfst sich. dieser Riak ver- 
tauschen. mit. 


7 


und zuletzt erhält man für die Summe: aller schweren Puncte: die Gleichung 
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TE ba + eg’ ¥ dq" 
pa agak Aegi 
welches noch, derselbe Satz unter Num. 2, ist.‘ Man sieht leicht ein, dafs inder 
Curve abcdE so viele Puncte mit ihren Ordinaten als man will nicht nur auf 
die Linie E, sondern auch auf ihre Normale 4a, theils positiv theils nega- 
tiv (mit positiven oder negativen. Momenten) bezogen, und für jedes Päar sol- 
cher. Coordinaten zwei Abscissen CE =z und AN=? gefnnden werden kön- 
nen, deren p erpendikel Cm. und No sich im Schwerpuncte-M schneiden. - 

4. Zufolge des -obigen. Lehrsatzes unter Num. 2, hat man. für den Bogen 
abcdE, wenn E den Scheitel der Curve bezeichnet, die Summe aller Momente 
nach der Richtung x = fxðs, nach der Richtung y = Jyðs, und die Summe aller 
Gewichtstheile =s: folglich die beiden’ Ausdrücke für'z und z’, nämlich: 


in welchen für jede besondere Curye das Bogendifferenzial entweder durch ® 
oder y allein auszudrücken ist, um eine integrirbare Function zu erhalten. Für 
pêr p 


die Parabel z. B. ist das Integral fxðx = 75 (8% +p) (4x2 +px)+ salas +r atp] 


welches durch den Bogen s= $F (4%?+pæ)+ Zplogn 4x nur +p) in 


Eu ; Po —p? 
den mufs. Die andere Grölse z' bh ist. FETTE. 


5. Um den Schwerpunct einer Ebene zu bestimmen, mufs einmal die Summe 
der Momente für x, = Syxdx, und das anderemal' dieselbe für y,=/y”®x, durch 
das Gewicht der ganzen Ebene = f= [yðx dividirt werden. Daher die allge- 


meinen Ausdrücke 


/ 2 =. ur I: = fys X 


von denen der letztere nur eine Ordinate geben: soll, welche bis in die Mitte des 
Flächenelements yə% reicht, folglich durch 2 dividirt werden mufs. Wenn aber 
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die Fläche einer Curve von congruenten Schenkeln ‚begränzt ist, so genügt z al- 

lein, den Schwerpunct zu bestimmen, der'nun um den Abstand z vom Scheitel, 

in:der Axe liegt.‘-Für: /die ‚Parabel: hat mari diese Gröfse = gx, und -für den 
(gxt — Pamma) (axx?) +4aaretaner gE 


Kreis Ba En E EN E R a 
(Gs — 4a) (ax—x?)+ ta? arc tang sr. 


z 6. Bei einem Körper, welcher durch Umdrehung RER Curve um ihre Axe 

entstanden ist, bedarf màn auch nür den Abstand z vom Scheitel allein. Folg- 
lich ist die Summe der statischen Momente für die Abscisse = rfy?xdx durch das 
Gewicht des ganzen Conoids = k = efy*ox zu dividiren. Das giebt allgemein 


welcher Ausdruck nach Maafsgabe der Gleichung für'eine besondere Curve um- 
geändert werden mufs. So erhält man z. B. für den Abschnitt einer Kugel und 


eines Ellipsoids, welches durch Umdrehung der ‘krummen Linie um ihre grolse 
Axe entstanden ist, z = ee en 
VII. Vom centralen Stofse bewegter Körper. 

Wenn eine körperliche Masse sich fortschreitend bewegt, so ist ihre Rich- 
tung bestimmt, sobald man die Richtung- ihres Schwerpuncts kennt. . Geht die 
letztere durch den Schwerpunct eines andern entweder bewegten oder in Ruhe 
"befindlichen Körpers : so entsteht ein centraler 'Stofs, im Gegentheil ein’excen- 
trischer. Die Erscheinungen des letztern. lassen sich mit Hülfe-des Parallelo- 
gramms der Kräfte aus den Gesetzen des etstern herleiten, zu deren Kenntnifs 
die Differenzial-Rechnung auf einem sehr kurzen Wege führet. _Es ist nur nö- 
thig folgendes vorauszusetzen : = 

“iu dafs die aufeinander stossenden Körper. hier entweder als vollkommen 
unelastisch oder elastisch betrachtet werden; 

2. dafs die letztern ihre veränderte Figur mit eben der Gewalt wieder herzu- 

stellen streben, welche angewandt werden mulfste, sie bis auf einen gewis- 

sen Grad zusammen zu drücken; j 

3. dafs dieses Bestreben einerlei ist mit einer bewegenden oder Widerstand lei- 
stenden Kraft, folglich eine ihm angemessene Wirkung hervorbringen 
muls; 


4. dafs der gestossene Körper, er mag“in Ruhe seyn, oder sich bald nach einer- 
lei, bald nach einer entgegengesetzten Richtung bewegen, in jedem Fall ein 
Hindernifs für den, stofsenden ist: folglich seine Bewegung (d. h. Geschwin- 
digkeit, sofern die Masse unverändert bleibt, und durch diese die Grölfse der 
Bewegung keine Veränderung leidet) vermindert. 

5. dafs dieses Hindernifs der Bewegung, oder dieses Entgegenwirken, nicht 
eher aufhören könne, als bis der gestofsene Körper so schnell ausweicht, 
wie der stofsende ihm folgt, das heifst, bis die Geschwindigkeit beider nach 
dem Anstofse ‘gleich grols geworden ist. 


Lauter Sätze, a ganz, pag sind, und sich ee $- 59. Num. I, IT, mu gründen. 


A. Vom centralen stotis res unelastischer Körper*).. 


1. Es sey in Fig. 5. der Schwerpunct 4 der stofsenden Masse m, vom 
Schwerpuncte B -der gestofsenen mm, im, Anfange ‘des Stofses um'den: Abstand s 
entfernt; die Geschwindigkeit der ersteren = c, der letztern =c; aber am Ende 
der Zeit t der Abstand = BP. = s — x, c=v, C=u, und der Widerstand wel- 
chen m leidet = p geworden : so ist, wenn man die veränderte Bewegung als 
einen Erfolg des freien Falles betrachtet, - 


= 0y d = 23, 
ðu se 290 
— möv, z= ogpõt = m õun, 
en — mv = mu S 
G -esi Const = mit mu, ob ms siv albamırıov I 
die Summe ‘der en also,- wie.im Anfange; wo.x=;o; war, einer!.bestän-. 


digen Gröfse C gleich, und mv + mu = em + cm. 


t 


2. Der Stofs höret, nach der fünften Voraussetzung aoi, wenn v=u gewor- 
den ist. Daher entstehen die Ausdrücke; = 


u nn 


kò) Veigl. Wi J G. Karsten” Lehrbegr. der ges. Matti Th’ Abschn. 15; ingl. Cohiiöit. 
Petrops Tom. V!"pag. 159; Mém: de’PAcad! Prüss. 1746 Pag: 50." Uebrigens läfst sich 
diese Theorie auch noch auf eine andere Art mit Hülfe der Dif. Rechn darstellen: 


n(c—c), 
mtm ’? 


c + 


W.  me—=mvotme —mu=0 
m(c—v) + m (c—u) = 0. 


Der erstere zeigt, wie viel c nach dem Stofse verloren, und wie viel da- 
gegen € gewonnen hat. 


3. Ist die Masse m’ in einer DIEPER gesetzten Bewegung begriffen, so 
x em — cm! 
wird die gemeinschaftliche Geschwindigkeit v nach dem Stofse = Er e a und 
` In 7L 


R 3 cm N i 
wenn zn in Ruhe, das heifst !=o war, v—=————. Für m=m hat. man den 


m +t m 
m OPEC) 


En + 
Rea =le) 


allgemeinen Ausdruck v = 


B. Vom centralen Stolse vollkommen elastischer Körper. 

1. Setzt man den Weg um welchen m während der Zusammenpressung in 
der Zeit t vorwärts gerückt ist = y, und den Raum, um welchen der Schwer- 
punct B sich unterdessen in derselben Richtung 4B vorwärts bewegt hat, =z: 
so geben die vorhergehenden , unter 4. Num. ı. befindlichen Gleichungen 


a, 
mdv = — 2gpdt und mõu = gpt, wenn d aus bekannten Gründen mit = und 


9 vertauscht, wie auch um der folgenden Constante)willen *) jedes Differenzial 
u 


vv und uðu mit seinem‘ natürlichen Coeflicienten 2’ versehen wird, die Aus- 
drücke : emvdv = — 4gpdy, 
erruðdu = + 4gp%,7 
emvdu + amudu = 4gp Ray); 


*) Es würde: mp? + m'u? =2 Const, anstatt mr? + mu? =Const. kommen, welches jedoch 
insofern einerlei ist, als unter der ganzen Constante: nur Eine beständige Grölse gedacht 
werden: kann, 


= 
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a. Der''Abstand' beider Schwerpuncte am Ende des Stofses ist stz— y=s—x, 


zufolge der obigen Voraussetzung unter 4, 1: daher 2 —ôðy=— ôx. 
» . J 


5. Dieser Werth von ðz — ĉy in der letzten Gleichung unter Num. ı ge- 
braucht, giebt ; 
amvðv + om uðu = — 4gpdx 
mo? + mu? = Const — 4g/pdx. 


4. Es sey [pðx eine Function von x, welche es wolle, so wird man, wenn 
für æ =o. der Ausdruck nicht unendlich wird, auf der rechten Seite des Gleich- 
heits- Zeichens eine beständige Größe = a, und die Gleichung erhalten : 

mv? + mu? = a. 

5. Aber für x =o ist auch hier, wie oben unter 4 Num. 1, v =c und 
u= č: folglich, da die Wirkung des Stofses zu Ende ist, wenn die Figur bei- 
der Körper sich hergestellt und eben dadurch den Abstand ihrer Schwerpuncte 
= AB =s wieder ‚gegeben hat, 

mee + med = mv? + mu? 


m(ce—v?) + m (ie —u?) = 0. 


6. Dividirt man. diese letzte Gleichung durch 2 Num, 2, II, so kommt _ 
C+V)—- (čtu) = o, 


cHvVv=c+tu 


I. c—-c+tv=u + 
7. Wird dieser Werth von u in 4, 2, II gebraucht, so entstehen die Aus- 
drücke : - 
m(c—v) tm (d—etd—v) = o 


ce(m—ım) — v (m4m) + onii =o. 


e(m— m) + ome em (c—c) 
IV ea — 
m tm nt m 


8: Dieser Werth von v in IH eingeführt, giebt eine von .v unabhängige 
Gleichung für die Geschwindigkeit des elastischen Körpers m nach dem Stofse, 
nämlich i 


2em — i (m—m om(c—c) ` 
Veru = Ry PR na 
mtm ; m tm 


Dd 


N 


; c 
9. Vergleicht man’ IV und V mit I, so, fälle gleich in die, Augen, (daß die 
elastische Masse m doppelt so’ viel. von ihrer Geschwindigkeit verliert, dage- 


gen der federharte Körper m doppelt soviel an seiner Geschwindigkeit gewinnt), 
als wenn keine Elasticität vorhanden ist. 


z0. Es ist nicht schwer IV und Vin Ausdrücke für den Fall zu: verwan- 
deln, wo m' eine entgegen gesetzte Richtung der ‘Bewegung vor dem Stofse 
hat; weil hier nur die Geschwindigkeit č mit dem entgegen gesetzten Zeichen 
versehen werden darf, Das giebt die allgemeinen Ausdrücke 
__ e(fm—m') + acm 


VI. 


m + m ’ 
n, ’ t. 
2em ce (m— m 7 
VL. u= zen ut di 
mn + m 


wo das obere Zeichen für einerlei, das untere für entgegen gesetzte Riekirnsen 


der Körper m und ın vor dem Stofse gilt. 


j 
# 


11. Eben so leicht lassen sich die Abänderumseh dieser Ausdrücke für die- 
jenigen Fälle machen, welche Statt finden, wenn entweder die Geschwindigkei- 
ten oder die Massen gleich genommen werden, oder auch, wenn die Geschwin- 


en, e=oist.: Wäre zB n=m, so würd u= t ¢ undu=cz für 

a Ta) ; 
m + m 

c(5m-—= m) 
m + m 


p 4 
c= — ec hingegen v = das heifst, unter der Bedingung m < zni 


rückgängig, und u = unter der Bedingung zın > m‘ vorwärts ge- 


hend werden. 


12. Vermittelst dieser einfachen Ausdrücke unter Æ Num. 5, und È Nut. 
10, VI und VII, lassen. Sich. die mechanischen - Erscheinungen sowohl bei den 
bekahnten Percussionsversuchen mit Pendeln, z. B. an-der nolletschen Stofs- 
maschine, als auch an bewegten Körpern anderer Art erklären und berechnen, 
der Stofs mag ein grader oder- schiefer seyn, das heifst, einen ebenen Theil 
der Oberfläche der gestolsenen. Masse unter: einem.rechten ‚oder schiefen Winkel 
treffen. Eben darum ist diese Lehre für die Mechanik besonders wichtig, 
Anmerkung. Dieser und der vorhergehende Paragraph enthält alles, was 
man in vollständigern Lehrbüchern der Physik bedarf, um die schwereren 
Lehrsätze ihres mechanischen Theils zu demonstriren. 


— AU — 
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Es giebt Naa Theil der angewandten ' Größsenlchte so 'viele Gelegenheit, 
sich von der Wahrheit der ersten Grundbegriffe des Differenzial-Kalkuls zu 
überzeugen, als: die Mechänik. Hier ‘lösen sich mehrere öbjective Gröfsen: so 
sichtbar in Reihen auf, dafs man, bei FE ee E den ersten Satz 


der en arira von :selbst pokont werden müß#:J s = 


1. Iede hA ledhe Grölse stellt eine herie dar. 


U: Tnsonderheit eignen sich hiezu'die: ET er fallenden Reihen de hex 
schleunigten Bewegung, theils im freien, /theils auch“ im” widerstehenden Mittel d 


` Eben diese Reihen‘ (dienen zur! Bestätigung der folgenden Sätze: 
. Mit keiner veränderlichen 'Gröfse kann unmittelbar parrer 


net ‚werden; 


DSL e, 


z3. Iede ‚abgeleitete Funetion oder, ‚Differenz, welche zu eiher- 
f Differenzial- Gleichung angewandt wird, mufs. sich micht 
mehr differenziell verändern, sondern (bearändie gewor- 


un seyn. 

Denn man nähe nur einmal die der Richtung der Schwere-entgegen ge- 
setzte Bewegung der. ‚Körper im freien Mittel, so müssen von der anfänglichen 
Geschwindigkeit v nacheinander die graden. Zahlen 28, 48, 68, 88... .. EBO 
abgezogen werden. Das giebt, wenn die beständige Differenz 2g = d gesetzt 


vird die fallende arithmetische Reihe vom ersten Range: 

WW + eat (od) PAD gl aliis uch 
in welcher das allgemeine Glied die noch übrige eh am Ende der 
t-ten, oder am Anfange der (t+ 1)ten Zeiteinheit ausdrückt. Der mit der 
"gleichförmig abnehmenden Geschwindigkeit v durchlaufene Raum ist, zufolge 
des $. 59, I, 6, am Ende der Zeit t= TUE (o — ta] = = w zed = tw gte. 
Iede Gleichung, in welcher die anfängliche oder "eine der schon differenziell ver- 
änderten Functionen von v, wie Bd, odd, v—rd gradezu gebraucht 
wird, bringt ein falsches Resultat: hervor; denn es ist weder t = tv, noch 
CE —d), ‚noch. s= t(v— td), weil keine ‚dieser einzelnen Geschwindigkeiten 

Daz 


A ——— 


für pi ganze Zeit t der Verändetung, sondern blofs ur ihre ein- 
zelne pre er -< gilt, mit welcher sie aufhört. Sieht, ‚man die obige 


Reihe an, als eine Folge:von erstenveränderlicheni Differenzen :: dann »ist> eben 
so wenig’ eine unter dllen Gleichungen für die ganze Zeit ‘der ‘Veränderung'gül- 
tig, folglich jeder besondere Ausdruck‘ wieder falsch und unbraüchbar.. : Hieraus 
leuchtet die Nothwendigkeit. ein, dafs kein Glied aus der Hauptreihe jemals zu 

einer für alle aufeinander folgenden Zustände der veränderlichen Grölse geltende, 
oder 'zu ihrer: Berechnung fähigen" Gleichung tauge; und eben so: kein Glied aus 
einer Differenzenreihereher: zu. einer‘ solchen -Gleichung, gebraucht werden:könne, 
als bis eine Beständigkeit de? Differenzen: oder. ihrer Haupttheile zum Vor- 
schein kommt. Dadurch läfst sich nun die folgende Definition des leibnitzischen 
Kalkuls rechtfertigen : 


4,Die Differenzial- Bechrung ist eine Rechnung mit bestän- 
digen Differenzen, "welche jede sich ununterbrochen und 
nach irgend einem ‚Gesetze verändernde Grölse als Reihe 
geben muls. 


Eben darum-ist auch die obige Definition eines Differenzials im $. 31. voll- 
kommen richtig: ; 

ET Iedes Differenzial ist ċine beständige Differenz, oder das 

beständige Hauptglied einer zusammengesetzten Differenz. 


Warum es im letztern Fall das-Hauptglied genannt werden müsse, und alle- 
übrigen theils entbehrlich. theils. hinderlich werden, das ist im ersten und zwei- 
ten- Abschnitte dieser zweiten Abtheilung vollständig dargethan worden. Es 
hängt, nämlich von diesem Gliede allein das Integral ab. Eben so unumstöfs- 
lich: wie die vorhergehende, wird endlich auch folgende Definition seyn : 


6. Ein Integral ist das Anfangsglied einer Hauptreihe, welche 
eine differenziell.veränderliche, dem gegebenen Differen- 
-zial zugehörige. Gröfse vorstellt. 


Diese Definitionen und Lehrsätze, wird künftig jede Anleitung zum Diffe- 
venzial- und Integral- Kalkul aufnehmen müssen, in welcher es, ausser den blofs 


2B - = 


‚mechanischen Verrichtungen, auch «auf ein'.deutliches Verständnifs der innern Be- 
schaffenheit und wahren Gründe desselben: ankommt, | Mag man sich es als mög- 
lich denken, dafs noch irgend eine andere Rechnung+mit veränderlichen, Gröfsen 
zu erfinden sey:: so. werden: doch: diese ‚letzter ‚selbst, immer wie Reihen be- 
trachter und.als solche. behandelt werden müssen. ‘Da zeigt sich; aber ‚schon im 
Voraus (ohne hier einen Rückblick auf die sogenannte Fluxions- Rechnung zu 
werfen), dafs kein grofßser Unterschied | Statt finde könne; weil es immer dar- 
auf ankommen mufs, irgend etwas Bestän diges aus đer Reihe zu erhalten, 
um vermittelst desselben Gleichungen zu icheityugyelche für die ganze Zeit der 
Veränderung gültig sind. Hiezu giebt es in der That nur zwei Wege, entwe- 
der die Differenziation oder die Summation der Reihe, und den nachherigen 
Rückgang von der differenziell oder summatorisch umgeformten, zu der anfäng- 
lichen Function. Aber die erstere Methode wird. immer das Kriterium der letz- 
tern bleiben, und überdiefs den Vorzug der Kürze in dem mechänischen Ver- 
fahren behaupten. Man wird diesen Vorzug wenigstens jetzt überall inne, wo 
man jene mit andern bei der höhern Geometrie und Mechanik angewandten 
Verfahrungsarten vergleicht.. Denn der Differenzial-Kalkul braucht einen eben so 
geringen Aufwand von Worten, als von Zeichnung und Betrachtung geometri- 
scher Figuren, um Rechnungs-Aufgaben zu bestimmen, zu deren Auflösung- 
man mit Hülfe der elementar-geometrischen Construction entweder gar‘ nicht, 
oder nur mit unverhältnifsmäfsiger Mühe gelangen kann. Es würde überflüssig. 
seyn, hier noch andere Vergleichungen dieser Art anzustellen, da wenige Ucber- 
legung erforderlich ist, um einzusehen, dafs der Differenzial- Kalkul, theils in’ 
Hinsicht seines fruchtbaren Gebrauchs, theils in Hinsicht seiner lichtvollen Kür- 
ze, von keiner andern Rechnung mit veränderlichen Gröfsen jemals übertroffen 
werden wird. Mit Recht kann man diese Bemerkung ‚auf den neuern Functio- 
nen-Kalkul beziehen, welcher in der That nichts anders, als eine besonders 
bezeichnende Differenzial- und Integral- Rechnung ist. Wenn jener dieser 
sinnreichen leibnitzischen. Analyse, die schon länger als ein Iahrhundert Licht 
und Gedeihen über den mathematischen Theil der Wissenschaften verbreitet hat, 
jetzt ihren ursprünglichen und wesentlich richtigen Namen streitig macht, um 
sich dadurch das Ansehen einer gröfsern Gründlichkeit und innern Konsequenz 


zu geben; so kann ohne Zweifel nur derjenige durch neue Namen getäuscht 


N 


we 5 
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werden, dem die weit festere Begründung der Differenzial: Rechnung:'noch: frem- 
de ist. Mag der veränderliche Geschmack an Formen, “andern Erfindungen ein 
unholdes Schicksal bereiten, und manche schnell der Vergessenheit überliefern,: 
wie die- mathematischen‘: Wahrheiten taus Pythagoras und Euklids Zeiten 
Immer noch'in völliger Kraft dastehen; so wird auch. der: libnitzische Kalkul 


nie veralten. vizai 
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